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ПРЕДИСЛОВJIЕ 

l\1ногие геометрические проблемы при аналитическом 

подходе к их решению приводят к рассмотрению диффе­

ренциальных уравнений с частными производными. Так, 

например, известные классические проблемы геометрии 

«в целом»- проблема Вейля и Минковского связаны с 

проблемой разрешимости уравнения Монжа - Ампера, 

рассматриваемого на многообраsии, го:м:еоморфно:м сфере. 

Значительные успехи, достигнутые за последние четверть 

ве1{а в теории дифференциальных уравнений Монжа -
Ампера эллиптического типа, связаны прежде всего с ре­

rпением упQtvtянутых двух геометрических проблем. Имен­

но на этом: пути были получены весьма общие теоремы 

о существовании и единственности решений уравнений 

l\1онжа - Ампера общего вида. Геометрическая трактов­

ка аналитической задачи подключила к ее решению силь­

ные геометрические средства. Одним из таких средств 

было понятие обобщенного решения. Это понятие перво­

начально относилось к специальным уравнениям проблем 

Вейля и Минковского, а затем: перенесено на общий 

случай. 

Естественным обобщением простейшего уравнения 

l\fонжа - Ампера на многомерный случай является урав­

нение 

rlet 11д 2z/дxiд:rj11 = ер (.т-1, ... , Хп)· 

Значительная часть предлагаемой монографии посвящена 

изучению этого уравнения, В частности, здесь опреде-



ляется понятие обобщенного решения, доказывается раз­

решимость задачи Дирихле в любой строго выпуклой 

области при непрерывных граничных значениях, дока­

зывается регулярность строго выпуклого обобщенного ре­

шения в случае достаточной регулярности правой части 

уравнения (~) и др. Решение всех этих вопросов тесно 

связано с многомерной проблемой Минковского, которая 

при аналитическом истолковании приводит к рассмотре.:. 

нию этого уравнения. Регулярное решение многомерной 

проблемы Минковского является одним из основных ре­

зультатов настоящей работы. Это и определило ее наз­

вание. 



ВВЕДЕНИЕ 

Предлагаемая работа посвящена известной проблеме 
Минковского, а также ряду вопросов геометрии и теории 
дифференциальных уравнений, которые в геометрическом 
или аналитическом плане связаны с этой проблемой. 
Проблема l\iинковского состоит в решении вопроса о су­
ществовании замкнутой выпуклой гиперповерхности, у ко­

торой гауссова кривизна является заданной функцией 
единичного вектора внешней нормали. Минковскому при­
надлежит обобщенное решение этой проблемы [1]. Он до­
казал, что есл'И заданная на единичной гиперсфере Q 
непрерывная положительная функция К (G) удовлетво­
ряет условиf> 

то существует замкнутая выпукл·ая гиперповерхность F, 
для которой К ( G) является гауссовой кривизной в точке 
с внешней нормалью ~.Это решение мы называем обобщен­
ным, так как оно не содержит никакой информации о ха­
рактере регулярности гиперповерхности F даже, если 
функция К (G) - аналитическая. Что касается гауссовой 
кривизны, то она определяется по Гауссу, как предел 
отношения площади сферического изображения к площади 
гиперповерхности и поэтому не предполагает регулярности 

последней. Если заданная функция К (G) является регу­
лярной, то естественно ставить вопрос о существовании 

регулярной гиперповерхности с гауссовой кривизной 
К ( G). Проблема Минковского в такой постановке для 
случая двумерных поверхностей в трехмерном простран­
стве была предметом исследования многих известных 

7 



математиков: Г. Леви [4], :К. l\iиранда [5], Л. Нирен­
берг [6] и др. 

В цикле работ автора [13]-[19J, опубликованных 
в Докладах Академии наук СССР, было дано регулярное 
решение общей (многомерной) проблемы Минковского, 
а такJ:ке рассмотрены некоторые другие вопросы геометрии 

и теории дифференциальных уравнений, примыкающие 
к этой проблеме. Настоя~ая работа содержит полное 
изложение результатов, анонсированных в упомянутых 

заметках. 

Для удобства читателя мы начинаем с определений 
основных понятий и формулировки некоторых результа­
тов для выпуклых тел и выпуклых гиперповерхностей 
в En (§ 1). Во втором параграфе мы воспроизводим клас­
сический результат Минковского. Третий параграф со­
держит регулярное решение проблемы Минковского. 
Здесь доказано, что если функция К (~) положительна и 
достаточно регулярна, то решение проблемы Минковского 
регулярно. В частности, если К (G) - аналитическая 
функция, то решение - аналитическое. Основным сред­
ством доказательства является получение априорных оце­

нок для главных радиусов кривизны гиперповерхности. 

В § 4 такие оценки получаются для гиперповерхности, 
у которой задана произвольная, подчиненная весьма 
общим условиям функция главных радиусов кривизны. 
Естественное обобщение проблемы Минковского состоит 
в решении вопроса о существовании замкнутой выпуклой 
гиперповерхности с заданной функцией кривизны любого 
порядка. Эта проблема рассматривается в § 4. 

Регулярное решение проблемы Минковского тесно 
связано с изучением уравнения вида 

detjj Zij !/ = ер (х1, ... , Хп)~ 

Для этого уравнения в § 5 вводится понятие обобщенного 
решения, рассматривается задача Дирихле, доказывается 
регулярность строго выпуклого обобщенного решения, 
если правая часть ер уравнения достаточно регулярна. 

Последний, шестой параграф работы посвящен несобствен­
ным аффинным гиперсферам. Это полные бесконечные 
выпуклые гиперповерхности z = z (х1 , ••• , Хп), удовле­
творяющие уравнению 

det 11 ~ц 11 = const > О. 
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Доказывается, что все несобственные выпуклые аффинные 
гиперсферы являются эллиптическими паР.аболоидами. 
Этот результат для п = 2 был получен R. Е ргенсом [9], 
а для п = 3, 4 - Е. Rалаби [10]. Здесь он устанавлива­
ется для любого п. 

§ 1. ВЫIIУКЛЫЕ ТЕЛА И ГИПЕРIIОВЕРХНОСТИ В Еп 

В этом параграфе мы напомним основные понятия и 
некоторые результаты для выпуклых тел и гиперповерх­

ностей в п-мерно:м: евклидовом пространстве, которые ис­
пользуются в дальнейшем изло1кении. Подробное изложе­
ние этих результатов с доказательствами можно найти 
в книге Боннезена и Фенхеля [2] и в работах А. Д. Алек­
сандрова [3]. 

1. Основные понятия для- выпуклых тел и гиперповерх­
ностей. Множество М в евклидовом пространстве Еп 
называется выпуклым, если вместе с любыми двумя его 
точками Х и У оно содержит соединяющий их отрезок. 
Пересечение двух или большего числа выпуклых множеств 
также является выпуклым множеством. Для любого 
множества Н пересечение всех, содержащих его выпуклых 
множеств называется выпуклой оболочкой. Она совпадает 
с пересечени'ем всех полу;пространств, содержащих Н. 
Если Н - выпуклое множество, то оно совпадает со своей 
выпуклой оболочкой. 

Выпуклое множество Va называется конусом с верши­
ной а, если оно состоит из лучей, исходящих из точки а. 
Эта точка называется вершиной конуса. Пусть Т - выпук­
лое множество и а - фиксированная точка пространства. 
Тогда лучи, исходящие из точки а, пересекающие тело Т, 
образуют выпунлый конус с вершиной а. 

Выпуклое множество, содержащее внутренние точки, 
называется выпуклым телом, а его граница - выпуклой 
гиперповерхностью. Выпуклая гиперповерхность, ограни­
чивающая конечное выпуклое тело, является многообра­
зием, гомеоморфным сфере. Гомеоморфизм устанавлива­
ется проектированием из любой внутренней точки на 
сферу с центром в этой точке. В дальнейшем мы будем 
иметь дело, как правило, с конечными выпуклыми телами 

и соответственно с замкнутыми гиперповерхностями. 

Простейшим нетривиальным выпу:нлым телом является 
выпуклый многогранник - пересечение конечного числа 
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полупространств. Граница выпуклого многогранника так­
же называется миогограипиком. Она составлена из выпук­
лых многогранников меньшего числа измерений. Выпук­
лый многогранник является выпуклой оболочкой конеч­
ного числа точек, не лежащих в одной гиперллоскости. 

Для выпуплых тел и ограничивающих их гиперповерх­
ностей вводится понятие сходимости. Именно, последо­
вательность выпуклых тел Т п сходится к телу Т, если для 
любого 8 > О при достаточно большом п тело Т п содер­
жится в 8-01-\рестности тела Т, а тело Т - в 8-окрестно­
сти тела Т п. Понятию сходимости для выпуклых тел можно 
дать и другие эквивалентные определения. В частности, 
пусть 't - произвольный луч, исходящий из внутренней 
точки О тела Т, пересекающий границу тела Т в точке х, 
а границу тела Т п - в точке Хп. Тогда последователь­
ность тел T1i сходится к телу Т, если Хп ----'>- х при п ~ оо 
для л1обого луча 't. Если ограниченная последователь­
ность выпуклых тел Т п содержит некоторый шар, то из 
этой последовательности можно выделить подпоследова­
тельность, сходя

1

щуюсл к некоторому выпуклому телу Т. 
Важнейшим понятием для выпуклых тел и гиперпо­

верхностей является понятие опорной гиперплоскости. 
Пусть х - произвольная точка выпуклой гиперповерх­
ности F, ограничивающей тело Т. Гиперплоскость ct, 
проходящая через точку х, называется опориой для тела Т 
(гиперповерхности F), если все точки тела располагаются 
по одну сторону гиперплоскости а. Через каждую точку 
выпуклой гиперповерхности проходит по крайней мере 
одна опорная гиперплоскость. Если через точну х про­
ходит только одна опорная гиперплоскость, то эта тоЧ'Ка 

называется гладкой точкой гиперповерхиости. Если все 
точки гиперповерхности - гладкие, то, гиперповерхность 

называется гладкой. Гиперповерхность называется строго 
выпуклой, если любая ее опорная гиперплоскость имеет 
с ней только одну общую точку. 

Отметим некоторые свойства опорных гиперnлоСI{О­
стей. Пусть F - выпуклая гиперповерхность, Хп - после­
довательность точек гиперповерхности, сходящаяся к точ­

ке Хо, и ап - опорная гиперплоскость F в точке Хп. Тогда, 
если последовательность гиперплоскостей ссп сходится, 
то предельная гиперплоскость ct 0 будет опорной для гипер­
поверхности F в точке х0 • Пусть F п - последовательность 
выпуклых гиперповерхностей, сходящаяся к гиперпо-

1.0 



верхности F, Хп - точка на F п и r.ln - опорная гипер­
плоскость в точке Хп I{ F п. Тогда, если последовательность 
точек Хп сходится к точке х0 гиперповерхности F, а после­
довательность гиперплоскостей ап сходится к гиперплос-
1~ости а0 , то эта гиперплоскость будет опорной для F 
в точке х0 • 

Важным понятием для выпуклых тел и выпуклых ги­
перповерхностей является понятие опорной функции. 
Пусть Т - выпуклое тело и F - ограничивающая его 
гиперповерхность в Еп. Введем прямоугольные декартовы 
координаты х1 , ••• , Хп с началом координат внутри тела Т. 
Опориой фуикцией тела Т (гиперповерхности F) называет­
ся функция Н (х), определенная во всем пространстве 
равенством 

Н(х) = sup (ху), 
УСТ 

~·де sup берется по всем точкам у тела Т. Функция Н (х) 
положительно однородная первой степени и выпуклая. 

Это значит, что при Л > О 
Н(Л х) = Л ll(x), 

при Л >О, ~>О 

Н(Лх + µу)< ЛН(х) + µН(у). 
Обратно, полол'\ительно однородная первой степени выпук­
лая функция Н (х) является опорной функцией некоторого 
выпуклого тела (может. быть, вырождающегося). Это тело 
представляет собой пересечение полупространств Еу, 
определяемых неравенствами 

(ху) < Н (у). 
Если выпуклое тело переносится параллельно на вектор а, 
то его опорная функция получает линейное слагаемое ах. 
Опорная функция выпуклого тела имеет простое значе­
ние: для единичного вектора х опорная функция Н (х) -
это расстояние от начала координат до опорной гипер­
плоскости с внешней нормалью х; в общем случае это 
расстояние еще умножается на 1 х 1 • 

2. Регулярные выпуклые гиперповерхности. Выпук­
лая гиперповерхность в Еп называется регулярной, если 
она допускает в окрестности произвольной точ1-\и регуляр-
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u 
tty10 параме'l'ризацntо, т. е. задание с помощью регулярнои 
вектор-фуннции 

Х = х (и1, • • ., Uп-1), 

причем для вектор-функции х (и) нвадратичная дифферен­
циальная форма (dx) 2 является положительно опреде­
ленной. Мы будем говорить, что гиперповерхность F 
принадлежит классу Ck,a, k > 1, а > О, если существует 
локальная параметризация класса ск,а., т. е. вектор­
функция х (и), задающая гиперповерхность, имеет не­
прерывные производные порядка k, удовлетворяющие 
условию Г9льдера с показателем а. Если гиперповерх­
ность допускает какую-нибудь регулярную параметри­
зацию класса Ck,a, k > 1, то при подходящем выборе 
системы декартовых координат х1 , х2 , ••• , Хп она допу­

скает в окрестности произвольной точки явное задание 
уравнением 

Хп = (j) (х1, ... , Хп-1), 

где ер - регулярная функция класса Ck,a. В частности, 
для такого задания в окрестности произвольной точки А 
гиперповерхности достаточно взять опорную гиперплос­

кость в точке А за координатную гиперплоскость 
х1 , х2 , ••• , Xn-l· Регулярная гиперповерхность (k > 1) 
является гладкой, ее опорная гиперплоскость в произволь­
ной точке х (и) проходит параллельно векторам дх/ди1 , 
дх1ди2 , ... , дх/дип-l· В случае явного задания гиперпо­
верхности уравнением Хп =ер (х1 , ••• , Хп-1 ) опорная (ка­
сательная) гиперплоскость имеет угловые коэффициенты 
дер/ дх1 , дер/ дх2 , ... , дер/ дхп-l · 

Пусть F - регулярная выпуклая гиперповерхность 
в En+i. Отметим на гиперповерхности произвольную точку О 
и проведем через нее опорную (касательную) гиперплос­
кость а. Пусть d - произвольное направление из точки О 
в гиперплоскости а. Кривая r d' которая получается в се­
чении гиперповерхности двумерной плоскостью, прохо­

дящей через направление d и нормаль гиперповерхности 
в точке О, называется нормальным сечением, а кривизна 
кривой 1'd в точке О называется нормальной кривизпой 
гиперповерхности в направлении d. Введем прямоуголь­
ные декартовы координаты х0 , х1 , х2 , ••• , Хп, приняв 

гиперплоскость а за координатную гиперплоскость 

Х1, ••• , Хп· Гиперповерхность F в окрестности тоЧRи О 
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задается уравнением 

Хо = ер ( Х 1 ' Х2 ' . . . ' Х п ) ' 
а ее нормальная кривизна в точке О в направлении d 
будет 

kd = d2cp/(dx)2
• 

Нормальная кривизна выпуклой гиперповерхности в лю­
бом направлении d неотрицательна, kd > О. Направле­
ние d из точки О на гиперповерхности F называется 
главпым, если нормальная кривизна kd в этом направле­
нии стационарна. Для того чтобы направление оси х1 
n точке О было главным, необходимо и достаточно, чтобы 
д2ср/дхндХ1 = Q при k > f, ПрИ ЭТОМ д2ср/дхi = ki. 

Пусть r - вектор точки гиперповерхности, а v - еди­
ничный вектор внешней нормали в этой точке. Тогда, 
если направление d является главным, то для этого на­
правления 

kddr == dv (формула Род рига). 

Если выпуклая гиперповерхность регулярна, по 
крайней мере дважды дифференцируема, и нормальные 
кривизны ее в любой точке и по любому направлению 
строго полоЛ)llтельны, то опорная функция обладает той 
же степенью регулярности. В этом случае первые произ­
водные опорной функции дll !дхi имеют простое значение: 
это координаты точки, в которой опорная плоскость 
с внешней нормалью направления xi касается гиперпо­

верхности. Воспользуемся· этим свойством для определе­
ния главных радиусов кривизны гиперповерхности через 

опорную функцию. Пусть х - вектор произвольной точки 
гиперповерхности и ~ - единичный вектор внешней нор­
мали в этой точ:ке. По формуле Родрига при дифференци­
ровании по главному направлению 

dx - Rd~ =О. 

Замечая, что х = \7 Н(~), получаем 

~(а:~~. dsJ - R dsi) =О. 
• 1, J 
3 

Следовательно, главные радиусы нормальной кривизны 
удовлетворяют уравнению 

д2Н 

а~. а~. - RoiJ = О. 
i J 
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Это уравнение имеет корень R =О, так как 11 д2Н/дsiдSi 11 = 
= О из-за однородности первой степени фун1{ЦИИ Н. 
Поэтому, опуская это несущественное значение R, полу­
чаем для остальных значений R уравнение вида 

Rn - AiRn-1 + ... + Ап =о, 
где А i - суммы главных миноров i-го порядка матрицы 
(д2Н lдsiдSj) на единичной сфере 1 ~ 1 = 1. 

Для удобства исследования гиперповерхности в ок­
рестности данной точки А мы специализируем выбор де­
картовой системы координат х0 , х1 , ••• , Хп следующим 
образом. Начало координат поместим внутри тела, огра­
ниченного гиперповерхностью, на внутренней нормали 

в точке А, координатную гиперплоскость х1 , х2 , ••• , Хп 
проведем параллельно касательной гиперплоскости в 
точке А, а направления координатных осей х1 , х2 , ••• , Хп 
возьмем параллельно главным направлениям гиперпо­

верхности в точке А. Введем далее вместо опорной функ­
ции н функцию 

h ( Х1, • • . , Хп) = Н ( 1, Х1, • • • , Хп) • 

Ввиду указанной специализации в выборе системы коор­
динат в точке А будем иметь дh/дхi = О, д2h/дхiдхj = О 
при i -=f:= j, д2h!дх~ = Ri, где Ri - главный радиус кри­
визны гиперповерхности в направлении оси xi. 

Найдем уравнение для главных радиусов кривизны 
гиперповерхности в точке с внешней нормалью наnрав­

ления (1, х1 , х2 , ••• , Хп). Имеем 

Н (х0 , х1 , ••• , Хп) = x0h(x1/x0 , ••• , Хпfх0). 

Дифференцируя это равенство, последовательно получаем 

k>O, ~Н = h - ~ ха ha, 
dxo ~ хо 

а>О 

при 

при k>O. 
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Если эти значения производных подставить в уравне­
ние 11 HiJ - Rl)ij 11 =О и упростить первую строку и стол­
бец определителя с Помощью остальных строк и столбцов, 
то уравнение принимает вид 

- ~ ( х~ + ~ х; ) R xi 

хо а>О хо 

R Х1 
Хо 

hll 
--R 
Хо 

. . . . . . . . . . . . . . 
Хо 

h 
пп -R 
Хо 

В это уравнение вместо переменных х0 , х1 , х2 , ••• , Хп 

надо подставить координаты вектора внешней нормали 
направления 1, х1 , ••• , Хп, т. е. величины 

1. Х1 Xn 

(1 +) х;)1/2 ' (1 + / х~)1,2 ' ... '(1 + l х~)1/2. 
а.>О a>U а>О 

При этом уравнение для главных радиусов кривизны в 
точке с нормалью указанного направления принимает вид 

~RЛ2 Rx1 Rx2 Rxn 

Rxi Лh11-R lvh12 . . . Лh1п 
=о, . . . . . . . . . . . . 

Rxn Лhп1 Лhп2 ••• Лh nn-R 

где Л=(1+х~+ .. :+х~)112 • 
3. Площадь и кривизна выпуклой гиперповерхности. 

Пусть F - выпуклая гиперповерхность. Отметим внутри 
тела, ограниченного гиперповерхностью, какую-нибудь 
точку О. Построим последовательность многогранников 
Р п, сходящихся к гиперповерхности F. При достаточно 
больших п точка О является внутренней точкой для много­
гранников Рп. Пусть теперь М - любое борелевское 
множество на гиперповерхности F. Спр.оектируем мно­
жество М из центра О на многогранник Р п и обозна­
чим через S па площадь (лебегову меру) проекции множе­
ства М на грань се многогранника Р п. Положим 

Sn= ~Sna' 
а 

15 



где суммирование распространяется на ~се грани а много­

гранника Р п. Оказывается, при п ~ 
1 

оо последователь­
ность S п сходится к некоторому пределу S (М). Этот 
предел не зависит ни от выбора точд,и О, ни от последова-

/ 

тельности многогранников Р п и называется площадью 
гиперповерхности F па множестве М. 

Если гиперповерхность регулярна и задана на мно­
жестве М вектор-функцией r (и1 , ••• , ип), то опреде­
ляемая так площадь вычисляется по формуле 

S (М) = ~ Jf g du1 ... dun, 
м 

где g - дискриминант квадратичной формы (dr) 2 • В случае 
явного задания гиперповерхности уравнением z = 
= z (х1 , ••• , Хп) 

S (М) = ~ Jf 1 + (Vz)2 dx1 ... dxn. 
м 

Пусть М - произвольное мнол-хество на гиперповерх­
ности F. Определим множество М* на единичной гипер­
сфере Q следующим образом. Точку хна Q отнесем к мно­
жеству М*, если в М найдется точка х' и в ней опорная 
гиперплоскость а' такие, что внешняя нормаль к а', 
будучи отложена из центра Q, имеет своим концом точ­
ку х. Множество М* называется сферическим изобj>аже­
пием множества М. Оказывается, если множество М -
борелевское, то его сферичес:кое изображение М* будет 
тdкже борелевским, следовательно, оно измеримо. В этом 
случае площадь :множества М* на гиперсфере Q называет­
ся кривизной множества М па гиперповерхности F. Rри­
визна, как функция множеств, является неотрицательной 
вполне аддитивной функцией на бо реле:Вских мноЖествах. 
Она обладает важным свойством сходимости. Именно, 
если последовательность выпуклых гиперповерхностей F п 
сходится к гиперповерхности F, то их кривизны слабо 
сходятся к кривизне F. Это значит, в частности, что если 
гиперповерхности Fn спроектировать из внутренней точ­
ки на гиперповерхность F, то для любой непрерывной 
функции /, заданной на F, 

lim ~/ dron = ~/ dro. 
F. F 
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Роль проектирования здесь сводится к перенесению 
функции /, заданной на F, на гиперповерхность Fn. 

Пусть х - про:и:звольная точка и G - произвольная 
область на гиперповерхности F. Обозначим через S (G) 
площадь области G, а через ffi (G) - ее кривизну. Предел 
отношения ffi (G)/S (G), когда область G стягивается 
:к точке х, если этот предел существует, называется гаус­

совой кривизной гиперповерхпости в точке х. Регулярная, 
дважды дифференцируемая, выпуклая гиперповерхность 
имеет в каждой точке определенную гауссову кривизну, 
равную произведению главных кривизн. Действительно, 
если параметризовать гиперповерхность так, чтобы на­
правления координатных линий (и) в точке х были глав­
ными направлениями, а это всегда возможно, то по фор­
муле Родрига в точке х имеем ka.ra. = Va.. Площадь об­
ласти G 

А площадь сферического изображения области 

ro (G) = ~ V gv du1 . .. dun. 

Когда область G стяг:Ивается к точке х, отношение 
-V g)V gr сходится к пределу k1k2 ••• kп. Отс·юда следует, 
что ffi (G)/S (G) сходится к тому же пределу - произве­
дению главных кривизн. Следует заметить, что существо­
вание и даже непрерывность гауссовой кривизны в смысле 
данного выше общего определения не влечет за собой 
регулярности выпуклой гиперповерхности в смысле дву­
кратной дифференцируемости (А. Д. Александров). 

Rак показано в п. 2, главные радиусы кривизны выпу­
клой гиперповерхности являются корнями уравнения 

1 
7[ 11 Н a.f' - Rбa.f3 IJ = О, 

где производные Н а.[3 берутся на единичной гиперсфере. 
Свободный член этого уравнения - произведение главных 
радиусов кривизны - представляет собой сумму главных 
миноров определителя 11 Ha.f3 \\. Обратной величиной бу­
дет гауссова кривизна. Через функцию h (х1 , ••• , хп) 
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= Н ( 1, х1 , ••• , Хп) гауссов ал кривизна определяется 
по формуле 

(см. п. 2). 
Пусть М - любое множество точек на единичной ги­

персфере. Определим множество М' на выпуклой гипер­
поверхности F, относя точну х н lf!l', если ее сферическое 
изображение принадлежит М. 01\азывается, если М -
борелевсное мноашство, то М' танже будет борелевсним. 
В этом случае оно имеет определенную площадь. Обозна­
чим ее а (М). Величина а, нан функция множеств, назы­
вается поверхпостиой функцией. Оназывается, поверх­
ностная фуннция, определяемая с помощью выпунлой 
гиперповерхности, является неотрицательной, вполне ад­

дитивной фуннцией на нольце борелевсних множеств 
единичной гиперсферы. Подобно нривизне, поверхностные 
фуннции выпуи лых гиперповерхностей F п, сходящихся 
н гиперповерхности F, слабо сходятся н поверхностной 
фуннции гиперповерхности F. Это значит, что для любой неп­
рерывной фуннции /,заданной на единичной гиперсфере Q, 

liш ~ / dcrn = ~/ 00, 
Q Q 

где ап и а обозначают поверхностные фуннции F п и F. 
В случае регулярной, дважды дифференцируемой вы­

пунлой гиперповерхности F поверхностная фуннция допу­
снает простое аналитичесное выражение 

\ dUJe, ' 
а (М) = ~ к(~) , 

м 

где К (s) - гауссова нривизна гиперповерхности в точне 
с внешней нормалью 6, а интегрирование выполняется 
по площади множества М. 

С помощью поверхностной фуннции просто определя­
ется объем тела, ограниченного выпунлой гиперповерх­
ностью. Именно, имеет место формула 

V (Т) = - Н da, 1 ~ 
п 

F 
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где Н - опорная функция тела Т, а а - поверхностная 
функция. Эта формула очевидна, когда тело является 
многогранником. В общем случае она получается путем 
приближения тела Т выпу:клым многогранником Р и 
переходом к пределу при Р-+ Т. Rак показано выше, 
для тел с регулярной поверхностью da = R 1 ••• Rndш. 
Произведение главных радиусов кривизны R 1R 2 ••• R п = 

== ~ 1 Н а[3 ! ', где 1! Н а[3 11' - главные миноры определи­
теля 1 Н af3 I на единичной сфере. Таким образом, полу­
чается важная формула 

1 с V == -;;: j II ~ fl Н а.rз \1' dcu. 
!! 

4. С.иешение выпуклых тел. Пусть Т1 , Т2 , ••• , Т т -

выпунлые тела, а .Л.1 , .Л. 2 , ••• , Ат - неотрицательные чи­
сла. Пусть х1 , х2 , ••• , Хт - векторы с концами внутри 
тел Т1 , Т2 , ••• , Т т соответственно. Rогда концы векто­
ров Хк независимо зачерчивают тела Т 10 конец вектора 

Х = А1Х1 + А2Х2 + ... + fvтXm 
зачерчивает некоторое тело Т. Из выпуклости тел Т k 

следует выпуклость тела Т. Относительно тела Т говорят, 
что оно получено смешепием тел Т к. Смешение выпуклых 
тел впервые рассматривали Врун и Минковский [ 1]. 
Из определения опорной функции выпуклого тела сле­
дует, что опорная фун1{ция тела Т 

Н == ~ЛkII 1.., 
k 

где Н к - опорные функции тел Т к· 
Из выражения объема тела Т с помощью опорной и 

поверхностной функций 

(п.3) 

в случае тел Т к с регулярной поверхностью легко дока­
зывается, что объем тела Т, полученного смешением тел 
Т 10 является однородны:м многочленом относительно пере­
менных Лк с коэффициентами, зависящими только от тел 
11 • 

к· 
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Rоэффициенты V ( Т ki' ••• , Т km) называются смешанными 
объемами. Этот результат распространяется на случай 
любых тел Т-к путем приближения их теля..ми с регуляр­
ной поверхностью и предельным переходом. 

Из выражения объема тела Т через поверхностную 
функцию получается следу1ощая формула для смешанного 
объема: 

V(T1, т., .. . , Т2) = ~ ~H2dJ1, 
!} 

где Н2 - опорная функция тела Т2 , а а1 - поверхност­
ная функция тела Т1 • 

Особый интерес представляет смешение двух тел Т 0 
и Т1 

Оказывается, функция }lv (Т.э.) является вогнутой по \t, 
т. е. 

причем равенство имеет место тогда и только~о::да, когда 

тРла Т 0 и Т1 гомотетичны (теорема Вруна - Мипковского). 
n 

Из вогнутости функции -j1 V ( Т '9-) по переменному 'д1 полу-
чается перавепство М ипковского для смешанных объемов. 
Именно, 

причем равенство имеет место только. в случае гомоте­

тичных тел Т 0 и Т1 • 
Обозначим через 

s - 1 
т- (~) 

~ Ila.1Ra.2 ••• Ra.m 
a.i+aj 

нормированную элементарную симметрическую функцию 
главных радиусов кривизны гиперповерхности. Будем 
называть S т функцией кривизпы порядка т. Rак извест­
но, она выражается через сумму главных миноров поряд­

ка т определителя 11 Н etf3 11· Отсюда следует, что для 
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... ... б т т линеинои ком инации выпуклых тел 1 и 2 

Т = Л1Т1 + Л2Т2 
функция кривизны S т представляет собой однородный 
многочлен степени т относительно Л1 и /11 2 • Коэффициенты 
~того многочлена называются с.мешаuuы.ми фуuкцил~~и 

кривизuы. 

А. Д. Александров доказал [3] для смешанных функ­
ций кривизны следующее неравенство: 

[ S т ( Т 1' Т 2, • • · , Т 2)] т ""> S m ( Т 1' • • • , Т 1) [ S т ( Т 2, · · • , Т 2)] m-i. 

Здесь равенство достигаетсл тогда и только тогда, когда 
:квадратичные формы d2н1 и d2 н 2 пропорциональны. 

Отметим в заключение следующую связь между сме­
шанными функциями кривизны и смешанными объема­
ми [3]: 

\ S т ( Т 1 , Т 2 , • • . , Т 2) Н 2 dw = V ( Т 1 , Т 2 , • • • , Т 2 , Е, . . . , Е), 
~ _____., ___., 
g ~1 т 

~ S т ( Т 1 , Т 1 , • • • , Т 1) Н 2 dro = V ( Т 2 , Т" . . " Т 1 • Е, . . . , Е). 
~.! 

В этих формулах Е обозначает единичный ~пар. 

§ 2. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 
минковскоrо 

В этом параграфе мы воспроизводим классический 
результат Минковского о существовании и единственно­
сти выпуклой гиперповерхности с заданной гауссовой кри­
визной [( (v). Мы называем решение Минковского обоб­
щенным, так как оно не содержит никакой информации 
о регулярности гипРрповерхности, даже если заданная 

функция К (v) - аналитическая. Регулярное решение 
проблемы для случая, когда функция К (v) достаточно ре­
гулярна, будет дано в следующем параграфе. 

1. Постановка проблемы. Единственность решения. 
Пусть К ( v) - заданная на гиперсфере Q положительная, 
непрерывная функция. Проблема J\;1инковского состоит 
в решении вопроса о существовании выпуклой гипер­

поверхности F, для которой К (v) является гауссовой 
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кривизной в точке с внешней нормалью v. Что касается 
гауссовой кривизны, то она понимается в смысле опреде­
ления, данного в п. 2 § 1. Именно, гауссовой кривизной 
в точке х гиперповерхности F называется предел отноше­
ния площади сферического изображения области G к пло­
щади области ffi (G)IS (G), когда область стягивается 
к точке х. Такое определение гауссовой кривизны не пред­
полагает регулярность гиперповерхности. 

Если задана кривизна гиперповерхности, как функция 
внешней нор1нали, то тем самым задана и поверхностная 
фупн:ция гиперповерхности 

\ dUJ 
а= J К (v) · 

Обратно, задание поверхностной функции как функции 
множеств на единичной сфере равносильно заданию гаус­
совой кривизны как функции внешней нормали. Отсюда 
получается естественное обобщение проблемы: при каких 
условиях заданная на единичной гиперсфере неотрица­
тельная вполне аддитивная функция множеств а может 
быть поверхностной функцией некоторой выпуклой гипер­
поверхности? В частности, если функция а равна нулю 
всюду, кроме конечного числа точек v1 , ••• , Vm, в ко­

торых она принимает положительные значения а1 , ••• 

. . . , ат, речь идет о сущес~овании выпуклого много­

гранника, грани которого имеют внешние нормали v11 и 

площади ak. 
Минковский решает проблему сначала для выпуклых 

многогранников. Затем: с помощью заданной функции 
К (v) строится функция множеств а. Функция а прибли­
л-~ается функцией а' с конечным числом нагрузок ак 
в точках v1r. Для этого сфера, на которой задана функ­
ция а, подвергается разбиению на ма.лые области gk, 
с помощью которых векторы vk и числа ak определяются 
условием 

Далее доказывается существование многогранника Р g 

с направлениями граней Vк и площадями ak. Наконец, 
осуществляется предельный переход при условии, что 
диаметры областей gk разбиения неограниченно убывают. 



При этом многогранники Р g сходятся к выпуклой гипер­
поверхности, которая и решает проблему, т. е. имеет 
в каждой точке с внешней нормалью v предписанную 
гауссову кривизну К (v). 

Заметим, что если гиперповерхность F дает решение 
проблемы, то гиперповерхность F', получаемая сдвигом F, 
также дает решение. Отсюда получается некоторое усло­
вие на поверхностную функцию, необходимое для разре­
шимости проблемы. Рассмотрим сначала случай много­
гранника. Пусть многогранник Р сдвигается на малое 
расстояние в положение Р'. Сдвиг многогранника Р 
можно представлять себе как деформацию. Пусть vk -

внешние нормали многогранника Р, а S к - площади 
граней. Пусть сдвиг многогранника Р происходит на ма­
лое расстояние 8 в направлении единичного вектора е. 

Рассмотрим изменение объема многогранника Р, связан­
ное со смещением его граней. Смещение грани с нормалью 
vк дает изменение объема ~ S к (vке) в. Общее изменение 
объема равно нулю,. так как многогранники Р и Р' равны. 
Отсюда 

~ (vке) Sk =О. 
k 

И так как вектор е произволен, то 

~v1cSк =О. 
к 

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть F - выпук­
лая гиперповерхность. Построим последовательность вы­
пуклых многогранников Р1и сходящуюся- к F. Поверх­
ностные функции ап многогранников слабо сходятся к по­
верхностной функции F. По доказанному для многогран­
ников 

~ V dcrn =О. 

В силу слабой сходимости поверхностных функций от­
сюда следует для F 

~ v dcr =О. 
~~ 

Это условие, таким образом, является необходимым для 
существования выпуклой гиперповерхности с данной 
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поверхностной функцией cr. Если гиперповерхность имеет 
определенную гауссову кривизну, то dcr = doo!K (v), и, 
следовательно, необходимое условие можно записать так: 

~· v dw 
J К (v) =О. 
Q 

Рассмотрим вопрос о единственности решения про­
блемы. Пусть F 1 и F 2 - две выпун.лые гиперповерхности, 
дающие решение проблемы, т. е. имеющие одну и ту же 
поверхностную функцию. Покажем, что гиперповерхно­
сти F 1 и F2 совмещаются параллельным переносом. Пусть 
Т1 и Т2 - выпуклые тела, ограниченные гиперповерх­
ностями F1 и F2 , Н1 и Н2 - опорные функции, а а1 и cr2 -

поверхностные функции гиперповерхностей. Имеем 

V(T1, Т2 , .. . ,Т2)= ~ ~H2dcr1 • 
Q 

(п.4§1) 

Так как по условию 0'1 == cr2 , то правая часть равенства 
представляет собой объем тела Т2 • Таким образом, 

v ( т 1 ' т 2' . . . ' т 2) = v ( т 2) . 

Согласно неравенству Минковского для смешанных объе-
:м:ов 

уп (Т1, Т2 , ••• , Т2),> уп-1 (T2)V (Т1). 

Отсюда, принимая во внимание предыдущее равенство, 
заключаем, что V (Т2) > V (Т1 ). А так как тела Т1 и Т2 i 
равноправны, то должно иметь место и обратное нера­
венство V (Т1 ). > V (Т2). Следовательно, V (Т2) = V (Т1 ). 1 

Но тогда в неравенстве Минковского должно быть точное 
равенство. А это может быть тогда и rольRо тогда, когда j 
тела Т1 и Т2 совмещаются параллельным переносом., 
Единственность решения проблемы доказана. i 

Итак, выпуклая гиперповерхность однозначно, с точ-] 
ностью до параллельного переноса, определяется своей' 
поверхностной функцией. В частности, выпуклый много-· 
гранник определяется однозначно направлениями и пло­

щадями граней. 
2. Существование выпуклого многогранника с данны­

ми направления'~ПI и площядя11и граней. Пусть G1 , G2 " ••• 

. . . , Gm - конечная система единичных векторов, не 
лежащих в одной гиперплоскости, 0'1 , 0'2 , ••• , О'т -
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положительные числа, удовлетворяющие условию 

~ak~k =о_. 
k 

Тогда существует и притом единственный, с точностью до 
параллельного переноса, выпуклый многогранник, у ко­
торого внешние нормали граней - 610 а площади - ак 
(теорема Мипковского). 

Доказательство этой теоремы у нас будет основано на 
следующей лемме об отображении А. Д. Александрова. 
Пусть А и В - два многообразия одного и того же числа 
измерений. Пусть дано отображение ер многообразия А 
в многообразие В, удовлетворяющее условиям: 

1. В каждой компоненте многообразия В содержатся 
образы точек из А. 

2. Отображение ер взаимно однозначно и непрерывно. 
Тогда, если точки bk многообразия В являются обра­

зами точек ak многообразия А и сходятся к точке Ь, то 
в А существует точка а, которая имеет своим образом Ь 
и является пределом для точек ак. 

Для того чтобы применить эту лемму к доказательству 
теоремы Минковского, отметим некоторые свойства много­
гранников, удовлетворяющих условию (*). Прежде всего 
заметим, что внешние нормали Sк не могут быть направ­
лены в одно полупространство. Действительно, если бы 
векторы Sк были направлены в одно полупространство, 
то ввид'у не'Rомпланарности векторов Sк и положитель­
ности чисел ак вектор ~aкsk был бы отличен от нуля, 
qто противоречит условию ( *). 

Иакова бы ни была система векторов sк, удовлетворяю­
щая условию (*), существует выпуклый многогранник 
с внешними нормалями его граней ~к· Действительно, 
проведем единичную гиперсферу Q и через концы векто­
ров s10 отложенные из центра Q, проведем касательные 
гиперплоскости к Q. Для каждой гиперп;доскости отметим 
ro полупространство, которому принадлежит Q. Пересе­
чение эти'х полупространств есть выпуклый многогран­

ник Р. Многогранник Р не может быть бесконечным, так 
как в противном случае ему принадлежал бы некоторый 
луч l, исходящий из центра гиперсферы Q, а, следователь­
но, векторы Sк были бы направлены в полупространство, 
определяемое гиперплоскостью, проходящей через центр 
Q перпенди~<у лярно к лучу l. 
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Совокупность всех выпуклых многогранников с внеш­
ними нормалями граней ~к и площадями граней а1Р удо­
влетворяю'щими услови~ О< а< Сf-к < Ь < оо, огра­
ничена1 т. е. все такие многогранники могут быть рас­
положены внутри шара достаточно большого радиуса. 
Допустим, что утверждение неверно. Тогда среди рассма­
триваемых многогранников найдутся многогранники сколь 
угодно большого диаметра. Пусть Р - один из таких 
многогранников с диаметром D и А, В - его наиболее 
удаленные точки, АВ = D. Покажем, что проекция много­
гранника Р на гиперплоскость, перпендикулярную к пря­
мой АВ, имеет сколь угодно малую площадь, если доста­
точно велико D. В самом деле, произведем симметрирова­
ние по Штейнеру многогранника Р относительно гипер­
плоскости а, проходящей перпендикулярно к отрезку АВ 
через его средину. При этом получится новый многогран­
ни'к Р', симметричный относительно гиперплоскости а. 
Он имеет тот же объем, что и многогранник Р, и ту же 
площадь проекции на гиперплоскость а. Проекция много­
гранника Р' на гиперплоскость а является сечением 
многогранника Р' гиперплоскостью а. Обозначим через 
В' это сечение. Два конуса с вершинами А и В и общим 
основанием В' содержатся в Р', поэтому их общий объем 
не больше объема V многогранника Р'. Отсюда получается 
неравенство 

1 -DS<V, 
п 

где S - площадь В'. Так как многогранники рассматри­
ваемой сово:купности имеют равномерно ограниченную 
площадь поверхности, не больш'ую тЬ, то они согласно 
изопериметрическому неравенству имеют равномерно ог­

раниченный объем. Отсюда следует, ·что при достаточно 
большом диаметре D многогранника он имеет сколь 
угодно малую п_лоIЦадь S проекции на гиперплоскость, 
перпендикулярную к прямой АВ. Однако ввиду неком- 3 
планарности векторов ~1' и ограниченности снизу плоп~а- ~ 
дей граней (ак >а> О) площадь проекции многогран- ~ 
пика Р на любую гиперплоскость ограничена снизу поло­
жительным числом. Мы пришли к противоречиrо. Утвер­
ждение доказано. 

Обратимся теперь к доказательству теоремы. Для этого 
определим прежде всего многообразия А и В, о которых 
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идет речь в лемме об отображении. Точками мн:огообра­
зия А являются классы равных и параллельно распо­
ложенных многогранников, т. е. многогран:ников, 

совмещаемых параллельным переносом. Так как :каждый 
многогранник определяется опорными числам:n - рас­

стояниями гиперплоскостей граней от некоторой фик­
сированной внутренней точки, а число граней: т, то 
многообразие А имеет размерность т - п. Точк:n много­
образия В являются точками т-мерного евклидова прост­
ранства с координатами ак, удовлетворяющими условиям 

ак > О, ~ак6к =О. Оно такл{е имеет размерность т - п. 
Отображение ер, о котором идет речь в лемме, состоит 
в сопоставлении данному классу равных параллельно 

расположенных многогранников точки пространства с ко~ 

ординатами а1 , ••• , ат, равными площадям гра11ей мно­
гогранников. Покажем, что условия леммы об отображе­
нии для многообразий А, В и отображения ер выаолнены. 

Первое условие леммы об отображении выполняется 
потому, что многообразие В, как пересечение вь1пуклых 
множеств, выпукло, а, следовательно, связно. Кроме 
того, как показано выше, существует многограннnк с вне­

шними нормалями граней 6к· Следовательно, в каждой 
компоненте многообразия В (в данном случае едnнствен­
ной) есть образы точек А. Второе условие леммЬ1 содер­
жит требование взаимной однозначности отобрю-Iiения ер. 
В данном случае речь идет о равенстве двух вьiпуклых 
многогранников с данными направлениями и площадями 

граней. Это равенство доказано в п. 1. Непрерывность 
отображения ер очевидна. 

Проверим, наконец, третье условие леммы. В данном 
случае это условие сводится к тому, что если у nоследо-

к u к 
вательности многогранников Р площади гра.неи О'а 
сходятся к числам О'а > О, то сами многогранни1'И после 
надлежащего сдвига сходятся, и предельный многогран­

ник имеет площади граней аа. Пусть начало коо~динат О 
является центром тяжести многогранников Р . Этого 
всегда можно добиться параллельным переносом. По тео; 
реме Бляшке из последовательности многогранн:nков Р 
можно выделить подпоследовательность, сходяm;уюся к 

выпуклому телу, может быть, вырождающемуся. Но вы­
рождение невозможно, иначе при достаточно большом k 
площадь проекции рк на некоторую гиперплоскость будет 
сколь угодно малой, что невозможно. Следова.тельно, 
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предельное тело Р не вырождается. Очевидно, оно явля­
ется многогранником с внешними нормалями граней Set, 
площадями О'а. и центром тяжести в начале :координат О. 
Любая другая сходящаяся подпоследовательность Р" 
даст многогранник с теми же внешними нормалями гра­

ней, площадями и центром тяжести, следовательно, сов­
падающий с Р. Таким образом, выполнимость третьего 
условия леммы доказана. 

Согласно лемме об отображении все точки многообра­
зия В являются образами точек многообразия А, т. е. 
для каждой системы полоiн:ительных чисел cra., удовлетво­
ряющих условию ~акsк =О, существует многогранник 
с внешними нормалями граней Sк и площадями О'к· Тео­
рема доказана. 

3. Существование выпуклой гиперповерхности с дан­
ной гауссовой кривизной. Пусть на единичной гиперсфере 
Q задана непрерывная положительная функция к ( s)' 
удовлетворяющая условию 

~ i~~) =о. 
Q 

Тогда существует и притом единственная с точностью до 
параллельного переноса выпуклая гиперповерхность F, 
для которой К (s) будет гауссовой кривизной в точке 
с внешней нормалью s (теорема Мипковского). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разобьем гиперсферу Q на 
малые области gk. Определим числа ak и единичные век­
торы sk условиями 

Очевидно, 

~~кsк =о. 
11оэто:м:у существует выпуклый многогранник Р с площа­

дями граней аки внешними нормалями к этим граням Sк· 
Построим теперь последовательность разбиений ги-

персферы такую, чтобы диаметры областей gf: т-го раз­
биения неограниченно убывали при т-+ оо. Пусть рт -
выпуклый многогранник, построенный указанным выше 

способом: для т-го разбиения гиперсферы на области g~. 
Покажем, что многогранники рт ограничены в совоRуп-
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ности. Пусть dm - диаметр многогранника рт и А, 
В - две его точки, отстоящие на расстояние dm. Обозна­
чим через а гиперплоскость, перпендикулярную отрезку 

АВ, проходящую через его средину. Проекцию много­
гранника рт на гиперплоскость а обозначим Qm, а его 
площадь - sm. 

Покажем, что величина sm ограничена снизу некото­
рым числом sи. Действительно, 

где е - единичный вектор направления АВ. По усло­
вию теоремы к ( s) непрерывна' следовательно' огра­
ничена сверху: К (s) < а. Поэтому 

sm > ia ~ / ~ ( eG) dro / · 
т 

gk 

Обозначим через мт совокупность тех областей gJ;, 
в которых 1 se 1> в > О. Тогда 

sm > 2: 1 ~ dro 1 · 
мт 

При достаточно малом в и достаточно большом т, следо-

б " т 
вательно, при малых диаметрах о ластеи gk 

где S - площадь гиперсферы Q. Таким образом, при до­
статочно большом т проекция многогранника рт на ги­
перплоскость а имеет площадь 

sm > :~ . 
Подвергнем многогранник рт симметрированию отно­

сительно гиперплоскости ct. 11ри этом его объем ут не 
изменяется, а сечение Qm гиперплоскостью а будет иметь 
площадь .sт. Общий объем двух конусов с вершинами 
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А' в и основанием Qm не больше объема V 111
• СледоватеJIЬВО, 

ут >-1- Smd :> _!__ d вS • 
~ п т ::::?' п т 2а 

Покажем теперь, что объем ут ограничен сверху. 
Площадь поверхности многогранника 

от = ~o;;i < ~ ~ ;~<,) . 
k k т 

gk 

А так как К ( ~) строго положительна, больше некоторого 
ь >о, то 

ат< ~ S. 

Оценка сверху для площади поверхности рт дает в силу 
изопериметрического неравенства оценку сверху для 

объема 

Таким образом, 
vm < vo. 

_1 d вS <Vo. 
п т 2а 

Отсюда получается равномерная, не зависящая от т 
оценка для dm, т. е. многогранники рт ограничены в со­
вокупности. 

По теореме Бляшке из равномерно ограниченной по­
следовательности многогранников рт можно выделить 
сходящуюся подпоследовательность. Предельная гипер­
поверхность Р0 не может вырождаться. Действительно, 
в противном случае при достаточно большом т много­
гранник рт должен иметь сколь угодно малую ширину 
в некотором направлении tт. Если спроектировать такой 
многогранник на гиперплоскость, параллельную tт, то 
ввиду ограниченности диаметра dm площадь проекции 
должна быть сколь угодно малой. Однако, как показано 
выше, площадь проекции ограничена снизу числом вS/2а. 
Поэтому вырождение Р0 невозможно. 

Так как поверхностные функции многогранников рт 
слабо сходятся к поверхностной функции cr гиперповерх­
ности Р0 , то 

а(М) = ~ 
dro 
к(~) . 

м 
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Отсюда видно, что предельная гиперповерхность имеет 
гауссову кривизну K(s). Теорема доказана. 

А. Д. Александров [3] обобщил теорему Минковского, 
доказав существование выпуклой гиперповерхности с 
произвольной поверхностной функцией. Именно, если 
а - неотрицательная вполне аддитивная функция на 
единичной гиперсфере Q, удовлетворяющая условиям 

для любого единичного вектора е, то существует и притом 
единственная с точностью до параллельного переноса 

выпуклая гиперповерхность, для которой а будет поверх­
ностной функцией. 

§ З. РЕГУЛЯРНОЕ РЕШЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ 
МИIIКОВСКОГО 

В предыдущем параграфе было получено обобщенное 
решение проблемы Минковского о существовании замкну­
той выпуклой гиперповерхности с данной гауссовой кри­

визной К (s). В настоящем параграфе будет доказано, 
что если функция К (s) достаточно регулярна, то пробле­
ма Минковского имеет регулярное решение. Именно, бу­
дет доказана следующая теорема. 

Т е о р е м а 1. Пусть заданная на единичной гипер­
сфере Q положительная регулярная, класса ст, т > 3, 
фупкция К (s) удовлетворяет условию 

\ ~ d(t) 
J к(~) =о. 
Q 

Тогда существует и притом единствет-tная с точностью 
до параллельного переноса регулярная, класса cm+l, С( (а > 
> О) выпуклая гиперповерхность с гауссовой кривизной 
К (s). Если функция К (s) - аналитическая, то гипер­
поверхность - также аналитическая. 

1. Априорные оценки радиусов нор:.1альной кривизны 
выпуклой гиперповерхности. Пусть F - регулярная вы­
пуклая гиперповерхность в п + 1-мерном евклидовом 
пространстве. Пусть К (~) - гауссова кривизна гипер­
поверхности как функция единичного вектора внешней 

31 



нормали ~. Положим 1/ К(~) = ер (~). Функция ер единич­
ного вектора s задана единичной гиперсферой Q - сфе­
рическим изображением гиперповерхности. 

Т е о р е м а 2. Радиусы нормалъпой кривизны гипер­
поверхности F допускают априорную оценку 

R < max ер,~ l1 + 1 ( q:/
2 

- <:р" )]
1

- ?~ 
~. у п - 1 <:р2 <р ' 

где дифференцирование выполняется в точке ~ по дуге 
большого круга па сферическом изображении гиперповерх­
ности F, а max берется по всем ~ и у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через R (6, у) ра­
диус нормальной кривизны гиперповерхности F в точке 
с внешней нормалью ~ в направлении у. Для некоторых 
so и у 0 функция R достигает максимума. Пусть А - точ­
ка гиперповерхности F с внешней нормалью So· Введем 
в пространстве декартовы прямоугольные координаты 

z, х1 , ••• , Хп, приняв какую-нибудь точку О на внутренней 
нормали гиперповерхности в точке А за началq коорди­
нат, за ось z примем прямую ОА, а оси х1, х2 , ••• , Хп на­
правим параллельно главным направлениям гиперповерх­

ности в точке А. Пусть для определенности ось х1 имеет 
направление, в котором радиус нормальной кривизны 
R 1 имеет наибольшее значение. По теореме Родрига ось 
х1 имеет направление у0 • 

Пусть Н - опорная функция гиперповерхности F, а 

Н 0 = R 1 (z
2 + xi + ... + х~)1!2 

- опорная функция гиперсферы радиуса R 1• Так как ра­
диусы нормальной кривизны гиперповерхности F не пре-
восходят R 1 , то d2H < d2H 0 • В частности, д2Н/дхi ·~ 
< д2Н0 !дхi. Введем в рассмотрение нормированные 
опорные функции 

h (х 1" •• , Хп) = Н (1, х1, •• , Хп), 
h0 (х1 , ••• , Хп) = Н0 (1, х1 , ••• , Хп)· 

Для этих функций также выполняется неравенство 

д2h/ дхi < д2h0/ дхi, причем в точке А (х1 = х2 = ... 
... = Xn = О) имеет место равенство. Положим 

Wi = ( д2h _ д2h0 ) (1 + xi + ... + х; )3

/z . 

дхi дхi ( 1 + х~ + ... + х~) 
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Функция w1 достигает в точке А максимума, равного ну­
л10. А так :как 

ТО фуНRЦИЯ 

д2h0 ( 1 + х ~ + . . . + ~:~ ) 3,' 
2 

-------- = Ri, 
дх~ 1 + х~ + ... + х; 

достигает в точке А ма1<симума R 1 • Таким образом, оценка 
максимума радиусов нормальной кривизны гиперповерх­
ности F равносильна оценке максимума функции w в точ­
ке А (х1 = х2 = ... = Хп = О). 

Условимся обозначать дифференцирование функции h 
по переменному xi индексом этого переменного. Тогда 
функция h, задающая гиперповерхность F, удовлетворяет 
уравнению 

(1) 

(§ 1, п. 2), а функция 

(1 + xi + ... + х~ )з/2 
w = h11 . 

· 1 + х; -1- . . . + х~ (2) 

При нашем выборе системы координат в точке А, т. е. 
при х1 = х2 = ... = Хп = О, будем иметь 

где R i - главные радиусы кривизны гиперповерхности в 
точке А. Дифференцируя равенство (2) в точке А, где w 
достигает максимума, получим 

(3) 

ш11 = (h11) 11 + 3R1 < О, wii = (h11)u + R 1, i -=1= 1. (4) 

Дифференцируя уравнение ( 1) в точке А по х1 и заме­
чая, что hц = О при i ==!= j, будем иметь 

Li h11 · · · (hн)1 · · · hпп = СР1' 
i 
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или 

(5) 

Дифференцируя уравнение (1) в точне А по х1 дважды, 
получим 

(п + 2) ер + ер ~ (hii )11 
h" i и 

~ (li .. )1 (lt)·J· )1 
+ер L.J ii --

ft.. h .. 
i=l=j н JJ 

-

(f) ~ (hij )i 
't' LJ -- = СР11 • h"h ... 

i=l=j н JJ 

Принимая во внимание равенство (5), занлючаем, что 

Из неравенств (4} в т9чне А получается 

(h11)11 < - 3 
h11 ~ ' 

Теперь из равенства (6) и неравенств (7), (8) следует 

1 <р2 
(п - 1) ер - cpR1 ~ R. + - 1 :> ср11 . 

i>l i q> 

Замечая, что 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

°" 1 ( 1 1 )__!__ ( R 1 ) __!__ L.J R. '> ( n - 1) R2 ••• R п-1 = ( n - 1) - n-1 ' 
i>l i п <р 

из неравенства (9) получаем 
1 2 

(п - 1) ер - (п - 1) qJR1 ( ~1 
) n-l + ~1 :;> qJ11 , (10) 

отнуда 

1 2 1-2-
R <rnn[t+ 1 (~-~)] 11

• 
1 ~ 't' п - 1 <р2 ер -

Пусть у0 - больп1ой нруг на единичной 
'"l-, 2 2 2 1 

Z + Х1 + . . . + Хп = В направлении х1 • огда 

Х1 = tg S, 
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где s - ;.:r;уга н:руга у0 • Отсюда следует, что при s = О, 
т. е. при х1 = О 

" 
Сf>н = Cf>ss· 

Замечая теперь, что R 1 есть максимальный радиус нор­
мальной кривизны гиперповерхности F, получаем утвер­
iкдаемую теоремой оценку 

~ ( 1 ( '2 " ) 1- ..!:... R < max ер ·п 1 + ~ - ~ ) п • -...;;: п - 1 ср2 q> g,, у 

Здесь дифференцирование выполнено по дуге большого 
круга у, исходя из точки ~на единичной сфере, где задана 
функция ер, а max берется по всем точкам сферы s и всем: 
направлениям у. 

2. Некоторые вспо11огательные формулы. Пусть 

z = и (х 1 ,"., Хп) 

- выпуклая гиперповерхность с положительной гаус­
совой кривизной. Тогда форма 

2 д2и 
dz = dxidxj 

дхiдхj 

- положительно определенная. Следуя Е. Rалаби ['10], 
введем в рассмотрение риманову метрику, определяемую 

метрическим тензором 

Обозначим 

Си.~tволы Х ристоффеля первогп ряда для рассматри­
ВR_ем:ой метрики 

1 ()3u 
Гцк = -2 = Ацk· 

дхiдхjдхk 

Величины Aijh симметричны по всем индексам. Отметим 
следующее соотпотпспие: 
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Оно получается дифференцированием равенства 11 gap IJ = 
= Ф. Из выражения ковариантной производной 

Aijk, l = ; дх.д:.;х дх + ghm ( AhjkA mil + AihkAmjl + Aijh Amkl) 
i J k l 

видно, что она симметрична по любой паре индексов, в 
частности 

(2) 

Пользуясь известными формулами, находим тепзор Ри-
.мапа 

(3) 

Принимая во внимание соотношение ( 1), из выражения для 
тензора Римана (3) находим тепзор Рич;чи Ril~ и скаляр­
пую кривизпу R. Имеем 

. . h 
Rik = gllRUkl = gllg т (AhilAmjk - AhikAmjд = 

= gilghm AhilAmjk - gfim Ahikcpm• 

Положим 

R _ ;z hтл А . 
ik - g g hil mJk · 

Тогда 

R- hm 
Rik = ilf - g Ahiк<"Pm· (4) 

Скалярная кривизна 

'kR ·k п 1~т R = gi ik = gi Лiк - g <fh<fm· 

ПоJ1ожим 

R _ ikfi _ дикл . - g л ik - iJk' 

Тогда 

(5) 

Отметим следующее равенство: 

1 Л -n Aijk + R- Jjiэ" + R RiJlц + А . А UJ.:, а 2 л = cpi, jк ц UJil iJк, et ' (6) 

где Л - оператор Лапласа - Бельтрами. Вывод этого 
равенства по существу содержится в работе [ 10]. Мы вос­
произведем этот вывод. Прежде всего оператор Л приме­
няется к тензору А ijk· llpи этом существенно испоJ1ьзует­
ся симметрия по индексам первой I{OBa риантной про извод-
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ной Aijк,z тензора Ain" соотношение ( 1) и тождество 
Риччи для разности вторых ковариантных производных. 
Имеем 

(ЛА)ijк == glm Aok, im == glm Аuк, mi + gzm (Аuк, im - Au11:, mi) == 
- glmA · + gzт (А · Rz~ + А в'!. ·+ А · Rh· ) -- lJk, mi hJk im lhk 1im lJh kim -

== (\)j, кi + Ahlm (AhliAтjк + AhljAmki + ЛыкАтu) --
- 2Aff3A~yAkcx· 

Теперь 

1 Л п 1 zm п Aijk (ЛА) + Aijk, lA 
Т л == 2 g л, lm = Цк ijk, l = 

Aijк -t 3AijкAhlmA А 2AijкAct Af3 Ау + = CJ>i, jк - hli тjk - i{3 jy kct 

Aijк, z А Aijк + п пiJ + R Rijкl + Aijк, zA + ijк, z = cpi, jк л ijЛ ijкl ijk, z • 

Равенство (6) доказано. 
Обозначим 

1 
Ba{3yijkl = 2 (Аа(3у, iAjkl - Aa{3yAjkl, i)· 

I-Iепосредственно проверяется следующее равенство: 

в Ba[3yijкl 1 п 4 4щзу, i 1 iJ п R 
a{3yijkl = 2 л~ а[Зу, i'" -8 g л, i , j· (7) 

Составим теперь выражение Л -V R и воспользуемся 
соотношениями (6) и (7). Тогда получим 

ЛR giJ Н .П . 
' '/, , J 

2-VЛ 4П 
1 ( ,_- пij /) Rijкl Aijк ) 2 В Baf3yijкz 

-=-= -v Л 1 ijЛ + f.ijkl- -+- q\, jk +, R1;
2 

a[3yi}kl • 

Та 1~ нак посл:еднее слагаемое первой части неотрицатель­

но' то 

л VR 1 (П- R-н R Rijкl 4ijк ) (~) > -v Н ц -1- Ulil + -'- cpi, .ili · 

Обозначим для краткости У R = -V Ааl3УАа 1зу = Ч'· 

Л е :м: м а. И.мееп~ месп~о следую1,цее неравенство: 

Л'ljJ > п ~n-~i) 1jJ3 + С1'Ф2 + c21jJ + С3 + CQ J д'ljJ/дx 1, (9) 



где 1 дф/ дх 1 - максимум модулей первых производных ф 
по xk, а с0 , с 1 , с2 и с8 оцениваются через вторые производ­
ные и (х) и производные функции ер до третьего порядка. 

Д о R а з а т е л ь с т в о. Та:к ка:к 

'Ф = V Аа13 у Аа13 у, 
то из выра;с:кений R i k и 11 i h получается 

RuRii = ЛцЛij + а1'Ф3 + а2-ф2 , (10) 

где а 1 и а2 оцениваются в зависимости от вторых произ­
водных и (х) и производных первого порядка ер (х). 
Далее, 

А i}.i<:f>i,jк = Ь0ф 1 д1ф/дх 1 + Ь 1ф3 + l·2"-P2 + Ь3'Ф, (11) 

rде Ь 0 , Ьр Ь2 , Ь 3 оцениваются через вторые производные 
и (х) и производные ер (х) третьего порядка. Действи­
тельно, 

ер i, j == <:f>ij + <:f>agci:s ... 4 sU' 

<f>i, jк = <:f>agcx.s AsUli + ( * ), 
где (*) обозначает квадратичное относительно величин 
А :лµv выражение с :коэффициентами, допускающими оценну. 
Поэтому 

Aijk . _ as 1ijkA . + ( ) cpi, Jh· - (f'ag 1 iJks ** · 
Очевидно, первое слагаемое правой части равенства оце­
нивается величиной 'Ф 1 д-ф/ дх 1 + О ('Ф3). 

В работе [ 10] для полоiЧ{ИТельно определенной римано­
вой метрики получены следующие неравенства: 

_!__ R 2 /"" R· ·Rн 2 R Rн /"" R Rijhz 
п ~ tJ ' п - '1 U ~ -Uкl • 

Отсюда следует, что 

R l~ij 1 z)ijl-~l п -+- 1 1") 2 • 
ij " + '11j1tl· t > ( 1) " пп-

R - hm (10) Замечая, что = R - g CfJhCfJm, с помощью полу-
чаем 

R··Йij + R-· RiЛa ::> п -1-- i ",,4 + d111~3 + d2"1' 2 • (12) 
'/,) 'l] k l ~ п ( п - 1 ) 't' 't' 'У 
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11''еперь из в:ераnенства (8) с помощью (11) и (12) получает­
ся неравенство, о котороl\1 идет речь в лемме. Лемма до­
назана. 

3. Апр11орная оценка третьих производных опорной 
функции выпуклой гиперповерхности. Пусть z (х1 , ••• , Хп) -
выпуклая регулярная, нласса С5 , функция, удовлетворя­
ющая в облас1и С переменных, х1 , х2 , ••• , Хп дифференци­
альному уравнению 

llzull = Ф>О, (1) 

где 11 zii 11 - гессиан функции z, а Ф - полоi1\ительная 
регулярная, класса С3 , функция, заданная в области G. 

Т е о р е м а 3. В каждой внутренней точке области 
G третьи производные решения уравнения (1) допускают 
оцеику в зависимости только от вторых производных 
решения, производных функции Ф до третьего порядка 
и расстояния точки от границы области G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как функция 
z (х1 , ... , Хп)- выпуr-\лая, а ее гессиан 11zu11 положи­
телен, то квадратичная форма d2z - положительно опре­
деленная. Введем в области G риманову метрику, задавае­
мую линейным элементом d2z (g а(3 = Zi:xf3). Положим 

1 ( · ·в "' )11 'Ф = 2 gia.gi. gпУ Zij]iZa(3y , 2. 

Согласно лемме п. 1 имеет место неравенство 

Л-ф > п ~п ~ \) 'Ф3 + С1'Ф2 + с2'Ф + с3 +с0 1д-ф/дх1, (2) 

где \ д'Ф / дх / - максимум модулей первых производных 
'Ф по х1Р а с0 , с 1 , с2 и с3 оцениваются через вторые произ­
водные функции z и производные Ф до третьего порядка. 

Пусть О - произвольная внутренняя точка области G 
и р - расстояние ее от границы области G. Обозначим 
через оо шар радиуса р с центром в точке О. Рассмотрим 
внутри шара оо функцию 

w = 1фЛ., 

Фуннция w неотрицательна и обращается в нуль на по­
верхности шара, с.ледовательно, в не1-\оторой внутренней 
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точ:ке А тара достигает манси:му:м:а w0 • В точке А 

Ша. -= дw/дхС1.. = О (а = 1, 2, ... , п). 

Поэтому в этой точне 

Введем значения производных 'Ф в неравенство (2). 
Имеем 

л (.). " iкгj 'Ф = gа~ ... 'Ф, а{.3 = ga::>1J'a.B + g ik'ЧJj, 

где г~k - символы х ристоффеля второго рода для метри­
RИ, задаваемой линейным элементом d2z. Их выражения 
даны в п. 2. Для нас сейчас важно лишь то, что эти 
выражения содержат тольно вторые производные функции 
z и линейно третьи производные Ф. Тан нан фуннция 
w достигает в точне А мансимума, то в этой точне 

gaf3wa.{3 <О. 
Поэтому 

(3) 

где са. - ноэффициенты, допускающие оценну сверху. 
Из неравенств (2) и (3) получается неравенство для w 
в точке А, т. е. для w0 • 11менно, 

п + 1 3 о 
п (п _ i) Wo + Q2 (wo) < , (4) 

где Q2 - многочлен второй степени относительно w0 
с коэффициентами, допускающими оценку в зависимости 
от уназанных величин - производных, z второго порядна 
и производных Ф до третьего порядна. 

Из неравенства ( 4) очевидным образом следует сущест­
вование оценни для величины w0 • А так нан в центре 
шара О 

1ф < Wo f р2, 

то получается оценна и для '\}' в центре шара. Эта оценна 
зависит, нроме уназанных выше производных z и Ф, еще 
от расстояния р точни О до границы области G. 

Тан кан форма d2z - положительно определенная, 
а вторые производные z ограничены, то собственные зна-
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чения этой формы, а следовательно, и формы ga.Bdxa.dx(j 
допускают оценку. Отсюда следует, что оценка для 

1ф2 = gia.gjP, gkY Za.p,yZijk 

влечет за собой оценку для третьих производных zuк 
в зависимости от тех же величин, т. е. вторых производных 

zu, производных Ф до третьего порядка и расстояния 
точки до границы области G. Теорема доказана. 

Т е о р е м а 4. Пусть F - регулярная,, класса С5 , замк­
нутая выпуклая гиперповерхность с положительной гаус­

совой кривизной К (~). Пусть Н (х0 , х 1 , ••• , Хп)- опор­
ная функция гиперповерхности. Тогда для функции Н 
и ее производных до третьего порядка на единичной сфере 
можно указать оценку в зависимости только от гауссовой 

кривизны К (s) и ее производных до третьего порядка. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 2 (п. 2) 

радиусы нормальной кривизны гиперповерхности F до­
пускают оценку. Так ка:к собственные значения квадра­
тичной формы d2H на единичной гиперсфере являются 
главными радиусами кривизны, то отсюда очевидным 

образом следует существование оценки длл вторых про­
изводных Ни на единичной гиперсфере. Так как диаметр 
гиперповерхности F допускает оценку (п. 2 § 2), а начало 
координат - внутри гиперповерхности, то отсюда сле­

дует оценка для функции Н и ее первых производных. 
Все они не превосходят диаметра гиперповерхности. Рас­
смотрим теперь оценку третьих производных. 

Пусть roi : х~ + xi + ... + х~ = 1 - единичный шар 
с центром в начале координат О. Отметим на поверхности 
шара какую-нибудь точку А и оценим в ней третьи произ­
водные опорной функции Н. Введем новые координаты, 
приняв прямую ОА за ось х 0 • Положим 

h(x1, •• • , Хп) = Н(1, х1 , •• • , Хп)· 

Функция h удовлетворяет дифференциальному уравнению 

Оцен1{а вторых производных fl гарантирует оценку вто· 
рых производных l'l в области ro' : xi + ... + х~ < 1. 
Оценка вторых производных li в ro' гарантирует оценку 
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для третьих производных h в центре области ro', т. е. 
в точке А. Третьи производные функции Н в точке А 
очевидным образом выражаются через производные h и, 
следовательно, для них получается оценка. Теорема 
доказана. 

4. Доказатсдъство теореJц.1 1. Теоремой 1 утвер1Бдается 
существование регулярной выпуклой гиперповерхности F, 
для ноторой заданная на единичной гиперсфере функция 
!{ ( s) является гауссовой кривизной. Если обозначить 
через ер ( s) величину' обратную J{ (s)' то речь идет о су­
ществовании решения дифференциального уравнения 

при условии 

D ( Н, ... , Н) = ер ( s) 

~ scp (~) dш = о, 
Q 

( 1) 

где D обозначает сумму ГJ1авных миноров гессиана 11 Нц 11 

положительно однородной первой степени функции Н 
на единичной гиперсфере. Положим 

ер ( 6, t) = 1 - t + tcp ( s)' 
и рассмотриl\I уравнение с параметром t 

D ( Н, ... , Н) = ер ( s, t) (2) 
при условии 

~ ~ер (s, t) dro = о. 
Q 

Для доказательства существования решения уравнения 
(1) достаточно для уравнения (2) доказать следующие 
два п'редложения. 

1. Если уравпепие (2) разрешимо при пе-котором t0 , 

то опо разрешимо и при всех зпачепиях t, достаточпо близ­
ких к t0 • 

2. Если уравпепие (2) ра.-зреlаимо при зпачепиях пара­
метра t1 , t2 , ••• , tn, сходящихся к t0 , то опо разрешимо и 
при t = t0 • 

Из этих двух предло~кепий следует, что мнолхестnо тех 
значений параметра t, для которых уравнение (2) разре­
шимо, открыто и замкнуто. Следовательно, так каR оно 
пе пусто (при t = О уравнение тривиально разрешимо), 
ему припадлелхат вес значения t, О< t < 1. В частности, 
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разрешимо уравнение (1), отвечающее значеп:Ию парамет­
ра i = 1. Таким образом, для разрешимости уравнения 
('1) достаточно доказать предложения 1 и 2. 

Докажеl\I предложение 1. Предполагая зависимость 
[{ от параметра t, обозначим рРзультат дифференцирова­
ния D (Н, ... , Н) по t черРз J) (IJ, .. . , Lj), где Z = fJH/iU. 
Рассмотрим теперь уравпопие 

D (11, ... , Н, Z) = '!' ( ~), (Э) 

где Н - заданная опорная функция выпуклой гиперпо­
верхности с положительной гауссовой кривизной, 
а Z - положительно однородная первой степени искомая 
функция. Оказывается, уравнение (3) является само­
сопряженным эллиптическим относительно Z уравнением 
(71. :Как известно, вопрос о разрешимости уравнения (3) 
находится в связи с наличием у соответствующего одно­

родного уравнения 

D ( Н, ... , Н, Z) = О (4) 

нетривиальных решений. При наличии таr-\овых правая 
часть 'Ф уравнения (3) долн~на быть ортогональна этим 
JJешевиям. В связи с этим покажем прежде всего, что 
уравнение ( 4) имеет ровно п + 1 независимых решений. 
Именно, 

(5) 

Действительно, из уравнения (4) следует, что при де­
формации гиперповерхности F с опорной функцией Н 
в гиперповерхность F't с опорной функцией Н + 'tZ по­
верхностная функция стационарна при 't =О. Отсюда 
так же, как и в доказательстве единственности решения 

проблемы Минковского в п. 1, за1

ключаем, что неравенство 
Минковского для тел Т и T't переходит в равенство с точ-

2 
пастью до 't , т. е. 

vл (T't, Т, ... , Т) = уп-1 (Т) V (T't) + О ('t2). 

При этом, как это следует из доказательства нера­
венства Минковского [2], тела Т и T't должны быть гомо­
тетичны с точностью до 't2 , т. е. 

Il't = Н + 'tZ ='АН + т:23 акхк + О ('t~) . 
. А. так как гауссова кривизна F't стационарна при 't = О, 
то Л = 1. Следовательно, Z = ~ акхк, т. е. уравнение (4) 
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!IC Имее'т других реtпеi~иЙ, Н.рЬМ:е (5). llpИ iiалИчИи реЬiенИiJ: 
(5) однородного уравнения (4) условия разрешимости не­
однородного уравнения (3) сводятся к системе равенств 

~ ~1/Ф(s)dш =О (k =О, '1, ... , п), (6) 
Q 

где ~k - компоненты единичного вектора ~' или, что то 
же самое 

~ ~'1' (~) dш == О. 
!2 

Qамо решение может быть n редставлено с помощью функции 
Грина. Именно, на единичной сфере 

н ( 11) = ~ G (s, 11) Ч' (s) dwf... 
о 

Решение нелинейного уравнения (2) получается ме­
тодом последовательных прибли1нений. Пусть значению 
t = t0 отвечает решение с опорной функцией Н. Положим 

D (Н, Н, ... , Z) = D (Н + Z) - D (Н) ---\- R (H,Z). 

Тогда для значений параметра t, близких к t 0 , речь идет 
о решении уравнения 

D (Н, ... , Z) = Лt (ер (s) - 1) + R (Н, Z). 

Для решения этого уравнения применяется метод после­
довательных приближений [6]. Последовательные при­
ближения находятся из уравнения 

D (Н, ... , Zk) = Лt (ер (s) - 1) + R (Н, Zh-1). (7) 

Покажем, что условия разрешимости уравнения (7) 
относительно Zk выполнены, т. е. 

~ s (Лt ((р (~) -1) + R (Н, Z1c-i)) dro =О. 
!~ 

Действительно, для опорной функции Н + ЛZ (Л - пара­
метр) 

J sD (Н + ЛZ1с-1) dco =О, (8) 
!2 

s 
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Из равенства (8), которое выnоJI1Нtется Тоrндествевно 
по Л, следует, что для всех As 

а значит, 

J ~As (Н, Zk_1) dw =О, 
~l 

s sR (Н, Zк-1) d(J) =О. 
о 

Что 1не касается равенства 

• 
\ scr (~) a(J) = о, 

Q 

то оно выполняется по условию теоремы. :Итан, уравнение 
(7) ра3ре111имо на каждом: шаге последовательных приб­
лия\:ений. 

Предполол{ИМ теперь, что функция ер (s) - аналити­
ческая. Тогда найденное решение уравнения (2), принад­
лежащее классу с2.а, будет аналитичесним i 11]. Пусть 
теперь tк - последовательность значений параметра t, 
сходящаяся к t0 , причем уравнение (2) разрешимо для 
каждого из этих значений tк. Пусть Н к - решение, от­
веча1ощее значению параметра tk. Покажем:, что уравне­
ние (2) разрешимо при t = t0 • I\ак показано в п. 3, для 
решения Н уравнения (2) и его производных до третьего 
порядка может быть указана оценка в зависимости толь­
ко от функции ер и ее производных до третьего порядка. 
Отсюда следует, что из последовательности решений Н к 
можно выделить подпоследовательность, сходящуюся 

равномерно вместе со вторыми производными на единичной 
гиперсфере. Предельная функция Н для этой подпоследо­
вательности принадлежит классу С2 ·а. при любом а (О < 
<а< 1) и удовлетворяет уравнению (2) при t = t0 • 

Ilo теореме об аналитичности решений уравнений эллип­
тического типа 

1

функция Н будет аналитической. Таким 
образом, оба предложения 1 и 2 доказаны, а вместе с тем 
доказана теорема для случая аналитической функции ер. 

Для того чтобы распространить этот результат на слу­
ча~ трижды дифференцируемой функции ер, аппроксими­
руем ее сначала аналитической фун1~цией ера в метрине 
С3 , удовлетворяя условию 

s scra (s) d(J) = о. 
о 
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Затем решаем проблему для случая аналитической функ'"' 
ции Cf>a и переходим к пределу в решении при <р11 -+ <р. 
Априорные оценки, полученные в п. i), гарантируют сходи­
мость аналитических решений к функции класса с2 .а., 
являющейся реrпением проблемы для данной три:н~ды 
дифференцируемой фуннции ер. Из тсо ремы о ре гул яр­
ности решений уравнений эллиптического типа следует, 
что если функция <р принадлел-\ит классу ст, т > 3, то 
решение принадлеrкит нлассу стн,а; если <р - аналити­

ческая функция, то решение - аналитическое. 

§ 4. ОБОБЩЕНИЕ ПРОБЛЕМЫ MIIIIKOBCROГO 

·Функцией кривизны порядка v выпуклой гиперповерх­
ности F в En+i называется элементарная си~1метричесная 
функция главных радиусов кривизны 

Sv= ~ Ri1···R1v· 
i17 +ip, 

При v = п функция кривизны представляет собой произ­
ведение главных радиусов кривизны. Гlроблеиу Минков­
ского, рассмотренну10 в § 3, можно формулировать как 
проблему суlцествования выпуклой гиперповерхности с 
заданной функцией кривизны порядка п, sn = <рп (s). 
Естественное обобщение проблеl\IЫ ~Iинковского состоит 
в решении вопроса о существовании выпуклой гиперпо­
верхности с заданной функцией :кривизны любого данного 
порядка v < п. Оказывается, необходимое условие разре­
шимости этой общей проблемы так iI-\e, как и проблемы 
Минковского, состоит в том, чтобы 

5 ~<pv (s) dw = О. 
!~ 

Однако, как показал А. Д. Александров, это условие не 
является достаточным. В настоящем параграфе проблема 
существования выпунлой гиперповерхности с данной 
функцией кривизны произвольного порядка решается при 
некотором дополнительном ограничении на функцию 
<pv (s). Так же, как и в случае проблемы ~lинковс'кого, 
основным средством решения этой общей проблемы яв-
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ляется получение априорных оценок для предполагаемо­

го решения. 

1. Оценка rлавны~ радиусов нривизны выпуклой ги­
перповерхности. Пусть F - регулярная замкнутая вы­
пуклая гиперповерхность с положительн,011 кривизной 
в п + 1-мерном евклидовом пространстве. Обозначим через 
cpk ( ~) значение функции кривизны по рядна k в точке 
с внешней нормалью ~ 

sk (R1, .", R11) = срк (s). 
Положим 

~к= (срк/С~)1fк, 

где с~ - биномиальный коэффициент. 
Т е о р е м а 1. Для радиусов иормалъной кривизны 

выпуклой гиперповерхиости F и1r~еет место оценка 

- - 11 

R < max (cpk - C/)k), (1) 
Е;, у 

где дифференцироваиие выполияется по дуге болыиого кру­
га у, исходящего из точки s па едииичиой сфере Q (сфери­
ческом иаобра:J1сеиии гиперповерхиости F), а max берется 
по всем точкам ~ сферы и по всем направлениям у. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Н - опорная функ­
ция rиперqоверхности F. Тогда главные радиусы кривиз­
ны Ri являются корнями многочлена 

Р (R) = 11 If ij - Rби 11 =О, 

где Hii - вторые произв.одные Н на единичной сфере 
Q (§ 2, п. 2). Положим 

li (х1,"., Хп) = 11 (1, Х1,"., Хп)· 

Тогда принимая во вни.м:ание однородность функции 11, 
производные Hii можно выразить через производные 
функции h, и уравнение Р (R) = О для главных радиу­
сов после элементарных преобразований представляется 
в виде 

Лh11 - R Лh12 x1R 

Лli21 Лh22 - R X2R 
=о (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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(см. § 1, п. 2), где 

hij = д2hjдxiдXj, Л = ( 1 + х~ + ... + x;iy12
• 

Rоэффициенты многочлена 

являются элементарными симметрическими функциями 
главных радиусов кривизны. 

Как показано в § 3, п. 1, можно ввести так систему 
координат х1 , ••• , Хп, что функция 

(1 + х~ + ... + х~)3

/2 
w = hн --------

1 +х~ + ... +х~ 
в точке О: х1 = х2 = ... = Хп =О будет достигать макси­
мума и этот максимум равен наибольшему радиусу нор­
мальной :кривизны гиперповерхности F. Таким образом, 
дело сводится :к оценке этого максимума. В точке О 

hii = Ri, hн =О, при i =F j, } (
4

) 
wi = h1н =О, 

W11 = (h11)11 + ЗR1 <О, Wu = (hн)u + R1-<: О, i > 1. (5) 
, 

Вычислим производную Sк = дS-кlдх1 в точке О. 
Она является коэффициентом многочлена Р1 = дР/дх1 . 
Имеем 

Р' = ~ R (R1 + R) ... (Ri-1 + R) (Ri+1 + R) ... (Rп + R) h~i· 
i 

, 
Здесь суммирование по i > 1. Но так как h11 =О, то 
можно считать, что суммирование распространяется на 

все значения i ОТ 1 ДО n. :Коэффициент при Rn-k В МНОГО­
члене Р' имеет вид 

S~+1 = ~ h~iS~, 
i 

где S% - элементарная симметрическая функция перемен­
ных R1 , ••• , Ri_1 , Ri+1 , ••• , Rп. Замечая, что Si = 

= дSir+ilдRi, получим 
". "'\..' h:. дS к+1 

S1~·-t1 == ~ ii dR . • 
i 1 



Таким образом, , , 
Sк = dS-10 если dRi = hii· (6) 

" Вычислим теперь вторую производную S к по пере-
менному х1 в точке О. Для этого продифференцируем много­
член Р по х1 дважды. Опуская со ответствующие выклад­
ки, приведем значение интересующего нас коэффици-

" ента Sk: 

где S~_2 - элементарная симметрическая функция пере­
менных R 1 , R 2 " •• , кроме Ri и Rj. Для простоты записи 
знак суммирования здесь и в дальнейшем опускается. 
Принимая во внимание неравенство (5), цосле несложных 
преобразований получим · 

s~ < - R1 (п - k + 1) Sк-1 + kSk + s~-2 (h;ih;j - h~j). 
,2 

l\1ы усилим это неравенство, опустив слагаемое - hij· 
Тогда 

S~< - R1 (п - k + 1) Sк-1 + kS-к + S~_2h~ih~j· (7) 

За·метим, что 

sИ-2h~ih;j = d2S К' 
, 

если dRi = liн, 

и воспользуемся вогнутостью фун1п~ии (S k)111c по перемен­
ным R i. Имеем 

Отсюда 

d2S .,.-- ( 1 - ~) (dS к)2 = ( 1 - _1 ) (S~)2 
lc ~ k S /· S · k t k 

Теперь неравенство (7) усиливается следующим образом:: 
12 

" 1 )sк Sk<-R1 (n-k+1)Sк-1+ksk+(1--т s· 
k 

Отсюда 

(8) 



Замечая, что 

из (8) получаем требуемую оценну: 

__ (sк )i/k 
qJ- -ck 

п 

Дифференцирование по х1 в точке О можно заменить диф­
ференцированием по дуге большого кр'уга, исходящего в 
направлении оси Х1 (§ 3, п. 1). Теорема доказана. 

2. Оценка производных опорной функции :выпуклой 
гиперповерхнос,ти. Оценка радиусов нормальной 1\ривиз­
ны выпуклой гиперповерхности, полученная в п. 1, поз­
воляет просто оценить опорпуrо функцию Н и ее произ­
водные до второго порядка на едипичной гипорсфере Q 
в предположении, что начало координат находится внутри 

гиперповерхности. Действительно, пусть радиусы нор­
мальной кривизны не превосходят R 0 • Jlусть А и В -
две наиболее удаленные точк·и гиперповерхности. Спроек­
тируем гиперповерхность на двумерную плоскость, со­

держащую пряму10 АВ. В проекции получим выпуклую 
область, ограниченную некоторой кривой у с точками А 
и В на ней. Так как радиус :Кривизны кривой у в каждой 
точке не преnос~одит R 0 , то длина кривой не болыпе 
2nR 0 • Следо'вательно, расстояние между точками А и В 
не больше nR 0 • ·так как начало I\оординат находится 
внутри гиперповерхности, то значения Н на едини'tlн,ой 
гиперсфере, как расстояния до опорных гиперплоскостей 
от начала координат, не больше лR 0 • Производные дН!дхi, 
1\аК координаты точки на гиперповерхности, не больше 
той же величины лR0 • ·что касается вторых произвоДны·х 
д2Н/дхiдхj, то их оценка через радиусы нормальной кри­
визны была получена в § 3. Та1\им образом, у гиперпо­
верхности с данной фув:~кцией кривизны сrк (s) опорная 
функция на единиЧной гиперсфере и ее производные до 
второго порядка оцениваются через функцию Сf>к (s) и ее 
производные до второго порядка. Покажем теперь, что 
существует априорная 01~опка 11:ля постоянной Гёльдера 
nторых П!JОИ:зводных ОТПОСИТОЛLIIО IICl~oтopoгo ПОЛОfl\И­

тельного показателя а. 
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Главные радиусы :кривизны гиперповерхности удовлет­
воряют уравнению 11 Ни - Rl:J ij 11 =О. Если ввести в 
это уравнение фунн.цию li (х1, ... , Хп) = Н ( 1, х1 , ... хп), 
то зто уравнение примет вид 

'}Ji11- R ')J112 Х1П. 

Лli21 Л!~22 - Л x2R 
=0 

' . . . . . . . . 
x1R x2R /...2R 

где Л = ( 1 + xi -t- + х,~) 1/2 • l'Iз этого уравнения вид­
но, что в окрестности точ:ки О (х =О) главные радиусы 
кривизны с точностью до величин пор

1

ядка О (х2 ) явля­
ются собственными значениями матрицы (hij). 

Выпуклая гиперповерхность с заданной функцией 
11~ривизны <Vк ( s)' очевидно' удовлетворяет уравпениJ:о вида 

J haa ha(3 ha.y 

~ 
hва 

' 
/7, (3(3 h(3y 

= (}), (1) 
а, (3, У 

lt.{a liy(3 h.{Y 

где слева стоит сумма главных миноров k-го порядка 
матрицы ~ha{3). Что касается правой части, то она пред­
ставляет собой алгебра:ичесн:ое выражение, содержащее 
вторые производные liaг:,, заданную функцию <Vк (s) и 

2 2 
квадраты независимых переменных х1 , х2 , ••• , причем в 

точн.е О правая часть обращается в <Vк (~), а ее производ­
ные дФ/дха = дср1/дха. 

П родифференцируе:м: урав'нение ( 1) по Ха. и о'бозн'ачим 
дh/дха. = v. Тогда для v получим линейное дифференциаль­
ное уравнение вида 

~ aцvu = f. 
i, j 

(2) 

Рассмотрим собственные значения матрицы (аи). Если 
повернуть систему координат так, что бы на:dравл·ения 
координатных осей были главными направлениями в точ­
ке О, то коэффициенты aij в этой точке при i =!= j будут 
нулями, а коэффициенты ai i будут элементарными сим­
метрическими фун:кциями степени k - 1 главных радиусов 
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i{рИ:вИзны 1?[3, кроме R i· :gслИ такое преоора3ованИе коор~ 
динат выполнить для точки 0', близкой к О, то коэффи­
циенты aij будут отличаться от указанных значений на 
величину по рядка О (х2). Отсюда следует, что в достаточ­
но маJ1ой окрестности точни О собственные числа матрицы 
( au) допускают представление 

Лi = дSk/дRi + О (х2). 
l\ак ПОI<азано в работе r 12]' для постоянных Гёльдера 

первых проиэводных фун:кции v, т. е. вторых производных 
liu относительно некоторого показателя а > О, мо:н-\но 
дать априорную оцен:ку в зависимости от функции v и 
коэффициентов уравнения, т. е. в зависимости от вторых 
производных hij и первых производных функции кривиз­
ны, если собственные значения матрицы (ац) удовлетво­
ряют условию 

(п - 1) ~ (Лi - лkу~ < (~лi)2 , 
i<k 

или 

( п - 1) ~ л; < ( ~ лi) 2 
• (3) 

i 

Покажем, что условие (3) выполняется, если функция 
кривизны <vк (s) удовлетворяет неравенству 

1 

(1 1 )2.k-1 (- -")<-- - max cpk - <Vk ср10 
п Е.., у 

- - (cpk )+ <rк - ck 
п 

(4) 

Действительно, в точке О 

Лi = ан = S1-1 (R i, ... ' Ri-1, Ri-1-1 · ... ' Rп), 

Замечая, что 

получим 

(5) 
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llусть R0 -- максимум радnусов нормальной крnвизнЫ. 
Тогда 

(6) 

Из выражения (5) и (6) для ~ Лi и ~ Л7 видно, что условие 
(3) для собственных значений Лi выполняется, если имеет 
место нер·авенство (4). Ввиду строгого неравенства в (4) 
условие (3) выполняется не только в точке О, но и в не­
которой ее б-окрестности, приче·:м: для о может быть ука­
зана положительная о цен1~а снизу. 

3. Существование выпуклой гиперповерхности с дан­
ной функцией кри:визны. Пусть F - замкнутая выпук­
лая гиперповерхность и D я - функция нривизны порядка 
k. Понажем, что 

(1) 

Построим: параллельную R F выпунлую гиперповерхность 
Ft на расстоянии t. Из формулы Родрига для гиперповерх­
ности F 

dr = Rdn 
следует 

d (r + tn) = (R + t) dn. 

Это значит, что в точ·ке с той же внешней нормаль'ю п 
гиперповерхность F t имеет главные радиусы нривизны 
Ri + t. Фуннция нривизны порядна п для гиперповерх­
ности Ft 

Dnt = (R1 + t) ... (Rn + t) = Dn + tD,n-1 + ... , 
где D1' - фуннции нривизны различных поряднов для 
гиперповерхности F. Так кан равенство 

выполняется тождественно по t, то отсюда следует, что 

для фун'кций нри'визны всех поряднов гиперповерхнос­
ти F 

(k = 1, 2, ... ' п ). 
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Та1,им образом, для существования выпуклой гиперпо­
верхности с заданной функцией кривизны условие (1) 
явJrяе·тся необходимым. Однако, как показал А. Д. Алек­
сандров, при k < п условие (1) не является достаточ­
ным. Мы докаа(е:М существование выпуклой гиперпо­
верхности с данной функцией кривианы при допоJiни­
тельном условии, с помощыо которого в н. 2 была доказана 
возможность получения априорных оцено~ постоянных 
Гёльдер'а для вторых производных опорной функции: ги­
перповерхности. 

Те о ре :м: а 2. llycmь Фк (~)- заданпая на едипич­
пой гиперсфере Q регуля.рпая положителъная функция/, 
удовлетворхюща.я условиео1-н 

~ ~cI)" (G) d(J) = О, (2) 
Q 

1 

( 1 - +.) ~<r.:- 1> max (Ч\·t - cr:t) < Ч\t (~), (3) 
Е,. у 

где cpkt = (Фk/С~) 1 k, Фkt = tФ + 1 - t, О< t -~ 1. 
Тогда сущесп~вует за.!fн~н,упzая выпуклад гиперповерхносп~ь 
F, для которой Фk (~) будет фупкцией кривизн,ы, k-го по­
рядка. Если функция Фk припадлежит классу ст (т > 3), 
то гиперповерхн,ость пр~и-tадлежит илассу cm+l,a' а > 
> О. Если функция Фк - аиалип~ичесr~ая, пiо гиперпо­
верхпость - ан,алитичес1~ая. 

Доказательство этой теореN~:ы основано на тех же сооб­
ражениях, что и в случае проблемы l\1ин1{овского (§ 3). 
Именно, данная функция Фk ( ~) включается в семейство 
функций Фkt (~). После этого так же, как и в проблеме 
1\!Iинковскоrо, дело сводится 1к докю~ательству двух 
предложений: 1) если проблема существования разрешима 
для некоторого значения параметра t, то она разрешима 
и для достаточно близких значений параметра; 2) если 
проблема разрешима для значений параметра t, сходя­
щихся к t 0 , то она разрешима и при t = t0 • Мы не будем 
приводить доказательство предложений 1) и 2) полностью. 
Отметим: только не'которые существенные моменты. 

Пусть D к (Н) - выражение функции 'кривизны ги­
перповерхности в виде суммы миноров матрицы lf ар. 
Тогда проблема существования гиперповерхности F с 
заданной функцией н:ривизны cDkt сводится I\. проблеме 
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разреп1имости дифференциального уравнения 

Dк (Н) = Ф11t (4) 

на rиперсфере Q. Решение этого уравнения методом не­
прерывного продолжения по параметру t связано прежде 
всего с изучением линейного дифференциального уравне­
ния для функции Z = дН/дt, которое получается дифферен­
цированием уравнения (4) по параметру t: 

D 1, (Н, Z) = Фк - 1. (5) 

Оказывается, уравнение (5), если гиперповерхность 
Fi имеет строго полол\ительную нормальную кривизну, 
является эллиптическим и самосопряженным. Самосоп­
ряженность линейного (по Z) оператора D 1L следует из 
самосопряженности оператора Dn (Н + ЛQ, Z) для па­
раллельной гиперповерхности с опорной функцией Н + 
+ ЛQ. Из разложения Dn (Н + ЛQ, Z) по параметру Л 
и самосопряrкенности оператора Dn следует самосопря-
1кенность операторов Dк (Н, Z) при любом k. 

Относительно уравнения ( 5) моа\но доказать, что 
соответствующее однородное уравнение 

Dk (Н, Z) =О, (6) 

как и в случае проблемы Минковского, имеет ровно п + 1 
независимых решений 

(7) 

Доказательство основано на том, что при деформации 
гиперповерхности с опорной функцией Н в гиперповерх­
ность с опорной функцией Н + tZ условие Dк (Н, Z) = О 
выражает стационарность фун'кции кривизны при t =О. 
Отсюда с помо'щыо неравенства А. Д. Александ'рова (§ 1, 
п. 4) для смешанных функций кривизны доказьrвается, 
что деформация гиперповерхности при t =О сводится к 
бесконечно малому сдвигу, т. е. Z - линейная функция. 
Так как решения (7) составляют полнjrю систему незави­
симых решений однородного уравнения (G), то неоднород­
ное уравнение (5) всегда разрешимо, тан: как условия орто-
гональности 

~ ~ ((1\ - 1) dш -:=-: О 
Q 

выполнены. 
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Разрешимость уравнения (5) позволяет воспользовать­
ся для решения уравнения (4) при значениях параметра 
t, близких к t0 , методом последовательнь1х приближений 
подобно тому, как в проблеме Минковскоrо (§ 3). Дока­
зательство второго предложения основано на возможности 

получения априорных оценок для опорной функции пред­
полагаемого решения. 

В заключение отметим одно обстоятельство. При k < п 
положительность функции кривизны Ф1rt не гарантирует 
положительность главных радиусов кривизны. Поэтому 
в решении проблемы методом непрерывного продолже­
ния по параметр'у t не исключена возможность нарушения 
строгой выпуклости, которая всегда предполагается. По­
кажем, что неравенство (3) исключает эту возможность. 
Действительно, если хотя бы одно Ri обращается в нуль, то 

где R 0 - максимальный рад'иус нормальной кривизны 
гИперповерхности. Отсюда 

( 
п - k ) 1/ k ( п - k ) 1/ k " 

cr1a < Ro < max ( <vкt - crкt)· 
п п ~.У 

Но это противоречит условию (3), так как 

( п ~ k) 1/ k < ( 1 - ~ ) l/(2k-2) 

при k > 1. 
4. Общая оценка для радиусов нормальной кривизны. 

Результат, касающийся априорной оценки радиусов нор­
мальной кривизны выпуклой гиперповерхности, получен­

ный в п. 1, можно существенно обобщить. Именно имеет 
место следующая общая теорема. 

Те о рем а 3. Пусть фуикция f определепа для R 1 , 

R 2 , ••• , Rn >О, симметричпа по всем переменным Ri, 
пеотрицательпа и вогиута, т. е. 

д2/ о 
дR.дR. Л)-vj < . 

i J 

Пусть 

li rn J, / ( R, R, ... , R) = а > О. 
н~оо 
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Тогда 8ля главных радиусов кривизпы зам.кнутоu выпуклой 
гиперповерхпости F, удовлетворяющей уравпению 

. (1) 

имеет место оцепка 

R < max -
1 (ер - ер"). 

- у а, 
~. 

Теорема 1 является следствием теоремы 3. Она полу­
чается из теоремы 3, если в качестве функции j взять 

функцию (S1)С~) 1/к, где S п - элементарная симметрическая 
функция главных радиусов кривизны. Легко видеть, что 
эта функция удовлетворяет условиям теоремы. Для нее 
а = 1, и следовательно, оценка, даваемая теоремой 3, 
совпадает с оценкой теоремы 1. Теорему 3 мы докажем 
сначала в предположении, что аргументы функции f 
входят в нее через элементарные симметрические функции 
S к· Когда теорема будет доказана, это ограничение будет 
снято. 

Пусть радиус нормальной кривизны гиперповерхности 
F достигает максимума в некоторой точке Р. Введем сис­
тему декартовых координат х0 , х 1 , ••• , Хп таким образом, 
чтобы гиперплоскость х0 = 1 касалась гиперповерхности 
в точке Р и чтобы координатные направления х1 , х2 , ••• 

••• , Хп совпадали с главными направлениями. Будем пред­
полагать, что направление х1 отвечает наибольшему из 
радиусов кривизны R 1 • 

Пусть Н (х0 , х1 , ••• , Хп) - опорная функция гиперпо­
верхности F. Положим 

Тогда как показано в § 3, п. 1, функция 

(1 + xi + ... + х~ )з/2 
W= h11~~~~~~~~-

f -1- х~ + ... -j- х~ (2) 

в точке О (х1 = х2 , = . . . = Хп = О) достигает максиму­
ма и этот максимум равен наибольшему радиусу нормаль­
ной кривизны гиперповерхности. Оценим величину этого 
максимума. 
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В точне () имеем 

hii = R,i, h,1j =О 

wi = (Ji11)i = О, 

• _J • 
прп i -i·-= J, 

Wн = (/i11)11 + 3R1 <О, Wн =-= (hн)н + R1 ~О, i > 1. 
) 

(3) 

Величины S k на гиперповерхности являются фуннцин­
ми переменных х1 , х2 , ••• , Хп. Условимся обозначать диф­
ференцирование по переменной х1 штрихом. Для произ-

, " 
водных s k и sk в п. 1 получены следуюlцие выраiнения: 

, 'V as,. , 
81~ = LI дR. hн' 

i '!. 

(4) 

" ~ ask as k+i 
Sk=~aR. (hн)н+(k+1)Sк-2 дR + 

i i 1 

"1 a2s к , , ·2 + ~ дR. дR. (hнhjj - hij)· 
i, j '!. J 

(5) 

Рассмотрим вторую произnодную f по х1 • Имеем 

, , 
Подставляя сюда значения Sк и Si из формул (4), (5) 
и (h 11 )u из формул (3), после преобразований получим 

/" =~ :~. wii-~(R1-Ri) :~. + 
i 1. i '!. 

""1 д2 ! , , "'1 а t a2s к '2 + ~ aR. ал. hii hjj - ~ as ан. aR. h·ij· 
'!., J '/, J i, j, k k i J 

(6) 

Тан нан функция f неотрицательна и вогнута, то 
дf/дRi > О. Поэтому первое слагаемое правой части фор­
мулы (6) неполол-\ительно. Из-за вогнутости функции f 
неположительно и третье слагаемое. Понажем, что по­
следнее слагаемое тоже неположительно. Имеем 

~ дf a2s h:+1 

+ .L.J дS дН. дR. ' 
1• k '!. J 

"2) ,, дf о '- ii:+l 

+~ as ан.ан.· 
k k '!. J 
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Отсюда 
"2S 

~ :Ik д;i д~j = ( :1j - :~i) (R; - Rj)-1. (7) 

Принимая во внимание вогнутость и симметрию функции f 
по переменным R i и Rj, из этой формулы заключаем, что 
последнее слагаемое правой части формулы (6) неполо­
iкительно. 

Дифференцирование f по х1 в точке Р можно заменить 
дифференцированием ер по дуге большого круга в направ­
лении х1 • Таким образом, получается неравенство 

Так как функция f неотрицательна и вогнута, то 
"'1 дf 
LJ дR > rY.. 

k k 

Поэтому усиливая неравенство (8), получим 

ер" < - aR1 + ер. 
Отсюда R 1 < (ер - ср")/а, что и требовалось доказать. 

(8) 

Начиная доказательство, мы предполагали, что аргу­
менты R i функции f входят в нее через элементарные сим­
метрические функции этих а ргуl\Iентов. Теперь мы осво­
бодимся от этого ограничения. Для этого мы аппроксими­
руем функцию f аналитической функцией ], обладающей 
свойствами f (симметрия, неотрицательность и вогнутость), 
а гиперповерхность F - аналитической гиперповерхно­
стью F. По функции J и гиперповерхности F находим функ­
цпю <р = J ( F) . Затем применяем полученную оценку и 
переходим 1~ пределу J -:r f, F -~ F в метрике С4 • 

Т е о р е м а 4. [] усп~ь фу1-н~ци.я f перемеп1-tых R 1 , R 2 ," • 

. ", R п зада1-tа при lf i ;> О, сим~~tеrпрична и 1-te убывает 
по -каждому из nepeJ7cten1-tыx. Пусть в области, определяе­
J.,~ой 1-tераве1-tствами inin ер < f < m ах ер, выпол1-tяются ус-
лови.я, 

дf/дRi > с' > О, d2j /(df) 2 < с" < оо. 

Тогда для, глав1-tых радиусов прuвuз1-tы зa.J1tп1-tynioй выпуклой 
гиперповерх1-tосп~и F, удовлетворяющей уравпе1-tuю (1), мож-
1-tо указать априорпую оцепку сверху. 



Теорема 4 является следствием теоремы 3. Достаточно 
заметить, что функция 

f 1 = 1 - e-c"f 

удовлетворяет условиям теоремы 3. 

§ 5. МНОГОМЕРНЫЙ АНАЛОГ УРАВНЕНИЯ 
МОНЖА-АМПЕРА 

Уравнением Монжа - Ампера для двух переменных 
в простейшем случае называется уравнение 

д2и д2и ( a2u )2 
дх2 ду2 - ах ду = ер (х, у). 

Естественным обобщением этого уравнения на случай п 
переменных является уравнение 

(1) 

в ~Rотором слева стоит определитель из вторых производ­
ных искомой функции и (х1 , ••• , Хп). Это уравнение и бу­
дет предметом исследования в настоящем параграфе. 
Мы будем предполагать всегда функцию ер положительной, 
а реmение выпуклым. Для этого случая будет определено 
понятие обобlценного решения и доказана разрешимость 
задачи Дирихле в строго выпуклой области. Будет дока­
зана регулярность строго выпуклого решения, еели функ­
ция <р достаточно регулярна. Наконец, будет доказана 
регулярная разрешимость задачи Дирихле в строго вы­
пуклой области с границей класса С2 и граничными зна­
чениями искомой функции того же класса. 

1. Существование выпуклого :многогранника с iданными 
площадями нормального изображения в вершинах. Пусть 
z ( х1 , ••• , х11 ) - выпукл ал функция и F - выпуклая ги­
перповерхность, задаваемая уравнением 

z = z (х1 , ••• , х11 ). 

Пусть М - любое множество точек на гиперповерхнос­
ти F. Определим мно;:кество точек М * на гиперплоскости 
z =О следуюlцим образом. Точ!~у Р с коор;цинатами р 1 , 
р 2 , ••• , Рп отпесе:м множеству М*, если в не1\оторой точке 
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(х, z) гиперповерхности, принадлел\ащой множеству М, 
найдется опорная гиперплоскость с угловыми коэффициен­
тами р 1, р 2 , ••• , р п , т. е. 

Z = Р1Х1 + • • • + РпХп + С. 
Отображение, при котором множеству М сопоставляется 
множество М*, называется нормальным. В случае гладкой 
функции z (х1 , ••• , хп) и соответственно гладкой гипер­
поверхности F нормальное отображение задается фор­
мулами 

Р1 = дz! дх1, Р2 = дz! дх2, · · · , Рп = дz/ дхп · 

Нормальное отображение обладает многими свойствами 
сферического отображения и получается из него проекти-

рdванием из центра сферы z2 + х~ + ... + х~ = 1 сначала 
на гиперплоскость z = 1, а затем параллельным проекти­
рованием на координатную гиперплоскость z = О. Оче­
видно, при такой связи нормального отображения со сфе­
рическим образом борелевского множества оно также 
является борелевским множеством. 

Л е м м а 1. Пусть Р - выпуклый многогранник в 
гиперплоскости z =О, В1 , В2 - его вершины и А1, А 2 , •• -

оп~меченные точки внутри многогранника. Тогда сущест­
вует выпуклая функция z (х1 , ••• , хп), заданная в Р, 
линейная на каждой грани многогранника Р, принима'ю­
~цая в вершинах многограпника В" заданные значения 
'Фк; гиперповерхность Р, задаваемая этой функцией, явля­
ется многогранной, ее вершины проектируются в точ­

ки А k и имеют заданные площади нормального изоб ра­
жения sk. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через 11 к точку, 
которая проектируется в вершину Вк и имеет z - 1\оор­
динату 'Ф h· IIостроим выпуклу10 оболоЧI\У точек нk. Это 
будет выпун·лый многогранник, м:ожот быть, вырождаю­
щийся, если точки Bk лежат в одной гиперплоскости. 
Обозначим через Р ту часть поверхности многогранника, 
которая обраlцена выпуклостью в сторонуJ z < О. Пусть 
z (х1 , ••• , хп) - выпуклая функция, задающая гипер­
поверхность Р. Отметим на Р точки Ак, которые проекти­
руются в точни А к. : 

Сместим точну )[1 в направлении z < О и снова по­
строим :многогранник Р, присоединяя точку А 1 к системе 
точек Вк при образовании выпуклой оболочки. Этот 
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многогранник будет иметь единственную внутреннюю вер­
шину А1 • l\fы дадим точке А1 такое смещение, чтобы пло­
щадь нормального изображения вершины ..41 многогран­
ника Р была равна s1 • Теперь сместим точку А 2 таким 
образом, чтобы нормальное изображение вершины А2 
стало равно s2 • При этом нормальное изображение вер­
шины А1 не :может возрасти, следовательно, будет не 
больше s1 • Сместим далее вершину .1Т 3 тан:, чтобы ее нор­
мальное изображение стало равно s3 • При этом нормаль­
ные изображения вершин А 1 и А 2 могут только умень­
шиться и т. д. Перебрав таким образом все вершины, 
мы возвращаем:ся снова к вершине А 1 и, опуская ее, 
увеличиваем площадь ее нормального изображения до 
S1 , И Т. Д. 

Функция z (х), задающая многогранник Р, при опи­
санной его деформации изменяется монотонно (не возрас­
тает), а площади нормальных изображений вершин Ak 
не превосходят sк. Покаа{еМ, что функция z (х) остается 
ограниченной при деформации многогранника. Действи­
тельно, в противном случае нормальное изображение вер­
шин многогранника Р в конце :концов покрывало бы л10-
бую ограниченную область, а, следовательно, имело бы 
сколь угодно большу10 площадь, но она не может быть 
больше "'2: s1i:. 

Так как функция z (х), изменяясь монотонно, остается 
ограниченной, то многогранники Р сходятся. Пока1нем, 
что для предельного многогранниr-\а площади нормального 

изображения верrnин А к равны заданным числам sk. Дейст­
вительно, допустим, что в I{акой-нибудь из вершин Alf пре­
дельного многогранника площадь нормального изображе­
ния меньше sк (очевидно, она не может быть больше s1J. 
Тогда у допредельных многогранников, начиная с неко­
торого :момента, будет иметь место то , J-I-\e неравенство. 
Однако это невозможно, так IHH{ Jно-кдый раз, J{ОГда де­
формация определяется с:м:ещсние:м: верtuи:ны А'7Р пло­
щадь нормального изображения в ней доводится до зна­
чения sk. Итак, предельный :многогранник в вершинах Ак 
имеет площади нормального изобра1-кения Sir· 

Функция z (х), задающая до предельный многогранник, 
очевидно, линейна на на11\дой грани :многогранника Р 
и принимает значение ,ф i: в его всртпинах В7\,. Это свойство 
сохраняется при переходе н. преде,лу. IIоэтому предельная 
функция z (х), задающая предельный многогранник, ли-
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нейна на паrндоii грани многогранника Р и принимает 
в его вершинах Вк значения 'Фк· Лемма доказана. 

2. Понят11е обоб1ценного решения. Задача Дирихле. 
Пусть z (х1,".' Хп) - выпуклое решение класса С2 урав-
не ни я 

11 Zij 11 == ер (1) 

с полоrнительной правой частью. Пусть F - гиперпо­
верхность, задаваемая уравнением z = z (х1 , ••• , хп), М -
произвольное борелевское множество на гиперповерх­
ности F, Jl,J - его проекция на гиперплоскость z = О, 
а М* - нормальное изобраrкение множества М. Имеем 

~ 11Zij11 dx1 ... dxn = ~ ер dx1 ... dxn. 
м м 

С помощью нормального изображения множества М ле­
вую часть этого равенства можно записать так: 

~ \\ Zij 11 dx1 . .. dxn = ~ dp1 . .. dpn = S (М~), 
м М.* 

где S (М*) - площадь нормального :изображения мно­
жества М. Таким образом, если z (х1 , ... , Хп) -выпуклое 
решение класса С2 уравнения (1), то для любого борелев­
СI\ОГО множества JJf 

S (Af*) = ~ ер dx1 ... dxn. 
м 

(2) 

Обратно, если для любого борелевского мноrнества М 
при нормальном отображении с помощью гиперповерх­
н сти F класса С2 выполняется равенство (2), то функция 
z х1 , ••• , Хп), задающая гиперповерхность F, является 
решением уравнения (1). Но уравнение (2) имеет смысл 
дл я любой выпуклой функции z (х1 , •.. , Хп) без предполо­
жения о двукратной дифференцируемости. Отсюда сле­
дует естественное обобщение понятия решения для урав­
нения (1). Именно, выпуклую функцию z (х1 , •• , хп) мы 
будем называть обобщенным решением уравнения, (1), 
если она удовлетворяет уравнению (2). 

Т е о р ем а 1. Для любой строго выпуклой области G, 
любой положительной непрерывной функции ер, заданпой в 
Jmoй област,и, и любой J-tепрерывной фупк ции 1ф, за данной 
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на границе области G, существует и притом единственное 
обобщенное peiuenue задачи Дирихле уравпе-пия ( 1). 

Д о н а з а т е л ь с т в о. Рааобьем область С на ма­
лые области gk и внутри каждой из них отметим точку А те 
Обозначим 

sk = ~ ер dx1 ... dxn. 
g/( 

Возьмем достаточно густую сеть точек В к на границе 
области G и построим их выпуклую оболочку. Она пред­
ставляет собой выпуклый многогранник Р с вершинами 
Bk. При достаточной густоте сети точек В11 точни Ак 
будут строго внутри многогранника Р. 

Согласно лемм:е 1 существует многогранник Р, внутрен­
ние вершины которого проектируются на гиперплоскость 

z = О в точки Ak и имеют площади нормального изобра­
жения sk. Функция z (х 1 , ••• , Хп), задающая многогранник 
Р, линейна на гранях многогранника Р и равна 'Ф (Вк) 
в его вершинах. Построим последовательность много­
гранников Р, уменьшая диаметры областей gk и увеличи­
вая густоту сети точек Вк. Как показано в п. 1, много­
гранники Р ограничены в совокупности, так как общая 

площадь нормального изображения вершин Ак для каж­

дого многогранника не превосходит S cpdx1 ••• dxn. Поэтому 
из последовательности многогранников Р можно выделить 
подпоследовательность, сходящуюся к некоторой выпук­
лой гиперповерхности F: 

z = z (х1 , ••• , Хп)· 

Мы утверждаем, что функция z (х1 , ••• , хп) и дает решение 
задачи Дирихле, о котором идет речь в теореме 1. 

Определим две функции множеств в , области G: S и 
Ф. Функция S равна нулю всюду, кроме точек Ak, в ко­
торых она принимает значения sк. Функция Ф опреде­
ляется равенством 

Ф (Л1) = ~ ер dx1 ... dxn. 
м 

Ввиду непрерывности функции ер, когда многогранники 

Р сходятся к гиперповерхности F, функция множеств S 
слабо сходится к фуп:кции Ф. Функция множеств S -
это площадь нормального отображения многогранника Р. 
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Ввиду отмеченной связи между нормальным и сферичес­
ким отображением в п. 1. площадь нормального отображе­
ния Р слабо сходится к площади нормального отображе­
ния гиперповерхности F. Отсюда следует, что площадь 
нормального отображения F 

S (lVI*) = ~ ер dx1 ... dxn. 
и 

А это значит, что функция z (х1 , •.• , хп), задающая предель­
ную гиперповерхность F, является обобщенным решением 
уравнения (1). 

Покажем, что полученное обобщенное решение удов­
летворяет краевому условию z = 'Ф· Для того чтобы это 
доказать, достаточно убедиться, что предельная гипер­
поверхность F однозначно· проектируется на замкнутую 
область С. Очевидно, неоднозначность проектирования 
может быть только на границе области G. Пусть А 0 -

точка гиперповерхности F, которая проектируется на 
границу области G, причем для этой точки z < 'Ф (ввиду 
выпуклости многогранников Р противоположное неравен­
ство z > 'Ф невозможно). Построим выпуклую оболочку 
края гиперповерхности F. Ввиду строгой выпуклости 
области G точка А 0 находится вне выпуклой оболочки. 
Отсюда следует существование гиперплоскости а: 

z = ~aixi +с, 
i 

отделяющей точку А 0 от края гиперповерхности F. Пусть 
у - пересечение гиперnоверхности F с гиперплоскостью 
а и V0 - конус, проектирующий у из точки А 0 • Нор­
мальное изображение конуса V 0 содержится в нормальном 
изображении гиперповерхности F, так как для каждой 
опорной гиперплоскости V 0 существует параллельная 
опорная гиперплоскость F. Площадь нормального изо­
бражения конуса V 0 бесконечна, так как нормальное 
изображение конуса V 0 является бесконечной выпуклой 
областью. Возьмем теперь допредельный многогранник Р. 
Пусть r - его пересечение с гиперплоскостью а, А -
ближайшая к А 0 его вершина и f7 - конус, проектирую­
щий r из вершины .А. При Р-+ F конус V-+ V 0 • Поэтому 
площадь нормального изображения конуса V, а, следова­
тельно, и площадь нормального изображения многогран-
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пика Р неограниченно растет. Но это певозмоiнно, так :каR 
площадь нормального изображения многогранника равна 

J cpdx1 ••• dxn < оо. 1V1ы приrпли J{ противоречию. Следова­
тельно, предельная гиперповерхность F однозначно про­
ектируется на замкнутую область С, а значит, на границе 
области С выполняется краевое условие z == 'Ф· :Итан, 
существование обобщенного решения задачи Дирихле 
доказано. Дока1нсм единственность решения. 

Пусть z1 и z2 - два различных обобщенных решения 
уравнения (1), совпадающие на границе области G. Пусть 
для определенности z1 (х

0) < z2 (х
0) в некоторой точне х0 

области G. Обозначим через С0 множество тех точен об­
ласти G, для которых z1 < z2 • Так как функции z1 и z2 , 

как выпуклые функции, почти всюду дифференцируемы, 
то в G0 найдется точка х', в которой обе функции z1 и z2 
дифференцируемы, причем dz1 9= dz2 • В противном слу­
чае dz1 = d~ почти всюду в С0 , и так кан z1 = ~ на гра­
нице G0 , то z1 == z2 в G 0 , что невозможно. Сместим гипер­
поверхность F 1 в направлении z > О на отрезок ~ (х') -
- z1 (х'). При этом гиперповерхности F 1 и F 2 будут иметь 
общую точну А' с проекцией х' и различными касатель­
ными гиперплоскостями в этой точке. Обозначим через , 
F 1 связную компоненту множества тех точек, для которых 

z1 < z2 с граничной точкой А'. Соответствующая область, 
с той же проекцией на гиперплоскость z = О, обозначим , , 
через F 2• Для каждой опорной гиперплоскости F 2 есть , 
параллельная опорная гиперплоскость F 1 • Но для опор-, 
ных гиперплоскостей F 1 в точках, близких к А', нет . , 
параллельных опорных гиперплоскостей к F 2 • Так как 
<р >О, то отс1ода следует, что площадь нормального изоб-, 
ражения F 1 строго больше площади нормального изоб-, 
ражения F 2 • Но это невозможно, так как обе области , , 
F 1 и F 2 имеют общую проекцию на гиперплоскость z = 
= О и, следовательно, должны иметь одну и ту же пло­
щадь нормального изображения. Мы пришли к противо­
речию. Теорема доказана полностью. 

3. Априорные оценки для регулярных решений. 
Т е о р е м а 2. П устъ и (х) - выпуклое регулярное 

peu1euue уравпения 

11 Zij 11 (р (х) >О (1) 
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в области G, удовлетворяюиfее краевому условию и = О. 
Тогда для вторых проиаводпых решепия внутри области G 
:Аtожпо указать оценку в зависимости от максимума модуля 

решепия и его производпых первого порядка, фупкции 
ер (х) и ее производпых до второго порядка и расстояпия 
точки, в которой дается оценка, от границы области G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение фун­
RЦИЮ 

и2 '2 
Ш = - Ue а. Ua.a, (2) 

где индексом а указано дифференцирование по финсиро­
ванному направлению. Очевидно, функция ш достигает 
максимума в некоторой точке О области G. Примем нап­
равление а за координатное, а другие оси выберем так, 
чтобы в точRе О было uii = О при i -=/= j и чтобы переход 
к новым координатам был унимодулярным. 

Прологарифмируем равенство (2) и продифференцируем 
его дважды по xi. Тогда в точке О, где ш достигает макси­
мума, будем иметь 

( 
иа . )2 2 и" ( и. )2 w .. 

- ai + иа.i + иа.иа.ii + _!!:.. - __ i = _i_i • 

иа.а. и и w 
(4) 

Умножая равенство (4) на Uааlин и суммируя по i, с по­
мощью равенства (3) получим· 

~ uiiaa ~ (uaa.i)
2 иаа ( ua. ) 2 

L,J---LJ + п-- - -
и.. uaau" и и i 11 i и 

(5) 

Теперь продифференцируем уравнение ( 1) дважды по 
Ха. в точке О. Последовательно получаем 

~ и" ера 
~ на. = - = (ln ср)а., 

и.. (() 
i ii 1 

(6) 

(7) 
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Возведем равенство (6) в нвадрат и вычтем его из (7). 
Тогда получим 

""' uiiaa - ""' (uijcx.)2 - (1 ) 
~ ~--- - ncp аа• 

и.. u"u .. 
i ii i, j '/,'/, JJ 

(8) 

Вычитая равенства (5) и (8) почленно и замечая, что шн < О 
в точке О и 

(и )2 (и . )2 
~ aai + ~ iJa > О, 

и и.. u .. u .. 
i~a аа ii i, j и J:J 

получим 

пиа.а. ( ua. )2 2 
-и- - 7 + исх.а. + иаиаа (ln ср)а + (ln ср)аа < О. (9) 

Умножая 
и2 

неравенство (9) на и2е а. и вводя w, получим 

w2 + Aw +В< О, (10) 

где А и В допускают оценку в зависимости от указанных 
в теореме величин. Из неравенства (10) очевидным обра­
зом получается оценка для w. Если ее обозначить через 
w 0 , то всюду в области G 

'ШО 

исх.а< \;-т · (11) 

Так как функция и (х) - выпуклая и обращается в нуль 
на границе области G, то 

~:::> max/иl 
о ~ ]) ' 

где б - расстояние точки до границы области G, а D -
диаметр области G. Поэтому из ( 11) получается 

~ шоD 
Исх.а ~ 6 max 1 и 1 • 

(12) 

Так как а - произвольное направление, то оценка ( 12) 
завершает доказательство теоремы. 

Т е о р ем а Э. Пусть и (х) выпуклое решепие уравпе­
пия (1) в области G, равпое нулю иа границе области. Тогда 
для этого решепия и его производных до третьего порядка 
можпо указать оценки в зависимости только от правой 
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части уравпепия ер и ее производных до третьего порядка 
и расстояния точки до границы области G. 
До R аз ат ель ст в о. Пусть F - выпунлая ги­

перповерхность, задаваемая решением и (х). Обозначим 
через х0 точну области G, в ноторой 1 и 1 достигает ман­
симу:ма 1 и0 f. Соответствующую точну гиперповерхности 
F обозначим через А 0 • Пусть ro 0 - шар с центром х0 
в гиперплосности z = О, содержащий область G, и V 0 -

нонус с вершиной А 0 и основанием ro 0 • Очевидно, нормаль­
ное изображение нонуса содержится в нормальном изоб­
ражении гиперповерхности F. Отсюда 

Х ( I ~ I ) п < ~ qJ dx1 • •• dxn, 
G 

где R - радиус шара ro 0 , а х - объем единичного шара. 
Отсюда следует оценна для \ и0 1 = max \и (х) 1 · 

Оценим первые производные решения в произвольной 
точке х' области G. Пусть А' - точна гиперповерхности 
F, ноторая проентируется в х'. Опишем из точни х' шар 
ro' в гиперплоскости z = О радиусом б, равным расстоя­
нию точки х' от границы области С. Очевидно, нанлон 
насательной гиперплосности R F в точне А' не больше 
нанлона насательных гиперплосностей нонуса V' с вер­
шиной А' и основанием ro'. Поэтому 

1 1 
.,-- 1 и ( х') 1 < max 1 и 1 

Ua ~ fJ 6 . 

Так кан оценна max 1 и 1 получена, то из этого неравен­
ства получаем оценку 1 иа. 1 • 

Чтобы оценить вторые производные, будем рассмат­
ривать решение и (х) в подобласти Ge области С, опре­
деляемой условием 

и< -в, Е > 0. 

В Gi по доказанному имеем равномерную оценку реше­
ния и его первых производных. По теореме 2 отсюда сле­
дует оценна вторых производных Иа.(3 внутри области Се. 
А так как в произвольно, то мы получаем оценку всюду 
внутри области G. 

Наконец, чтобы оценить третьи производные, снова 
рассматриваем решение в области Се. Внутри этой обла­
сти для решения и его производных до второrо uорядка 
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оценки равномерны. По теореме 3 § 3 отсюда следует 
оценка третьих производных внутри области Gt.. И так 
:как в произвольно, то получается оценка всюду внутри G. 
Теорема доказана. 

4. Регулярность обобщенных решений. 
Т е о р е м а 4. Обобщеппое решение и (х) уравиепия 

11 Zij 11 = ер (х) > 0 (1) 

в области G, удовлетворяющее липейному краевому условию 

и (х} = а1х1 + . . . + апХп + а0 , (2) 

регулярно, если регулярпа правая часть уравпепия ({) (х). 
И меппо, если фупкция ({) прииадлежит fi,Лaccy ск, k > 3, 
то решепие припадлежит по крайпей мере Ck+i,a, О< 
< а< 1. Если фупкция ер - апалитическая, то реше­
пие-апалитическое. 

Д о :к аз ат ель ст в о. Не ограничивая общности, 
можно считать, что первые производные решения иа (х) 
равномерно ограничены в области G. Этого всегда можно 
добиться, рассматривая решение в области G&, опреде­
ляемой условием 

в> О. 

Далее можно считать, что в области G 

и - ~Xa.P;J.>O, 

где Ра.. - угловые коэффициенты опорных гиперплоско­
стей к гиперповерхности, задаваемой решением. Этого 
всегда можно добиться переходом к решению и + с 
при достаточно большом с. 

Сместим область G в направлении z > О в гиперплос­
кость z = 1 и в этом положении обозначим ее G'. Обозна-
чим через Q единичную гиперсферу z2 + xi + . . . 
. . . + х,~ = 1. Конус, проектирующий область G' из нача­
JI а координат, обозначим V', а его пересечение с ги­
персферой Q обозначим Q'. Внутри конуса V' определим 
положительно однорDдну10 первой степени выпуклую 
функцию 

Н' (z, Xi, ••• , Xn) = zu ( :' , ••. , :n) . 
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flрОДОЛН\ИМ: фуНКЦИIО Н; ИЗ конуса J/' На все ПpOCTpaHCTfiO, 
полагая 

Н (z, х) = max J Х~Ра + z (и - ~ХаРа) 1 · 
xcG 

Эта фуннция симметрична относительно начала Rоор­
;п,инат, выпунла и Rнутр:и нонусn V' совпадает с фуннцией 
11' (z, х). Обозначим через Р замкнутую выпуклую гипер­
поверхность с опорной функцией Н, а ту ее часть, которая 
имеет своим сферическим изображением область Q', 
обозначим через F'. 

Покажем, что гиперповерхность F' имеет гауссову 
нривизну в точке с внешней нормалью направления 

Х 1' Х2 , • • • , 1 
n 

к 1/(1 • 2 + 2)2 +1 = :+ Х1 • • • + Хп ({). 

Для этого аппроксимируем функцию и (х) регулярной 
выпуклой функцией u (х). I1остроим, далее, опорную 
функцию Н (z, х), гиперповерхность F и область на ней F' 
подобно тому, как были построены Н, F и F'. Обозначим 

11 ff. ii 11 = q5 (х). Введем в рассмотрение функции множеств 

s = ~ер dx1 • •• dxm 
и 

8 = ~ ер dx1 ••• dxm 
:м 

а=~ ер (1 + xi + ... + x~)112 dx1 ••• dxm 

а=~ ер (1 + х~ + ... + x';)111 dx1 ... dxn. 

1-\огда u-+ и и, следовательно, F -+ F, то s слабо сходит­
ся к s. Отсюда следует слабая сходимость а и а. Но -- -
это поверхностная функция гиперповерхности F'. Так 

0 как гиперповерхность F' сходится к F', то предел --- , 
т. е. функция а, является поверхностной функцией ги­
перповерхности F'. Из определения гауссовой кривизны, 
как предела отношения площади сферического изобра­
жения к площади гиперповерхности, заключаем, что 

гауссова кривизна гиперповерхности F' 
п 

2 2 2+1 

К = 1/(1 + Х1 + ... + Хп) ер. 

Построим теперь последовательность полоiнительных 
функций Кт (~), класса С71 , на единичной гиперсфере Q, 
обладающую следующими свойствами. 
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1. Фуnкция Кт ( ~) симметрична, т. е. Кт ( ;) = 

=Кт (-s). 
2. В области Q' К т(s) совпадает с гауссовой кривиз­

ной гиперповерхности F' в точне с внешней нормалью ~. 
3. Функция множеств, определяемая по формуле 

слабо сходится к поверхностной функции гиперповерхно­
сти F. 

Построим замкнутую выпуклую гиперповерхность F т 
с гауссовой кривизной Кт (проблема Минковского). Это 
построение возможно, так как условие 

\ dffi • 
J ~ к (~) = о 
Q т 

выполняется в силу симметрии функции Кт ( s). Гипер­
поверхность F т принадлежит по крайней мере классу С4 • 
При т---+- оо гиперповерхности F т сходятся к гиперповерх­
ности F в силу единственности решения проблемы Мин­
ковского. Пусть Н т - опорная функция гиперповерх­
ности F. Положим 

иm (х1 , ••• , Хп) = Нт (1, х1 , •.• , Хп)• 

Так как гауссова кривизна гиперповерхности F т 
в области со сферическим изображением Q' равна 

n 
2 2 -+1 

1/(1 + х1 + . . . + Xn) 2 ер, то функция ит (х) удовлетво-
ряет уравнению (1) и сходится к обобщенному решению 
и (х) при т -+ оо. Возможность получения априорных 
оценок для ит (х) - (а1х1 + ... + anXn + а0) (теорема 3) 
гарантирует принадлежность предельной функции и (х) 
классу с2 •1 • Дальнейшая регулярность и (х) следует из 
общей теоремы о регулярности решений уравнений эллип­
тического типа. Теорема доказана. 

Те о р ем а 5. Любое строго выпуклое решение урав­
нения (1) с регулярной правой частью ер регулярно. Если 
функция ер (х) принадлежит классу ск, k > 3, то реше­
ние принадлежит классу ск+I,а, о< а< 1. Если функ­
ция ер - аналитическая, то решение - аналитическое. 

До к аз ат ель ст в о. Пусть F - гиперповерх-
ность, задаваемая решением, и А - произвольная точка 
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на ней. Проведем в точке А опорную гиперплоскость а и 
сместим ее в направлении z > О на малое расстояние так, 
чтобы край гиперповерхности F оставался над гипер­
плоскостью. Пусть z = а1х1 + ... + апхп + а0 - урав­
нение смещенной гиперплоскости. Тогда решение и (х) 
в области G, определяемой неравенством 

и(х) - ~ar:x.Xa - а< О, 

удовлетворяет условиям теоремы 4 и, следовательно, 
регулярно в точке А. Теорема д·оказана. 
Теорем а 6. Полная выпук.лая гиперповерхность F, 

vдовлетворяющая уравнению (1), регулярна без предполо­
жения строгой выпуклости. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего замечаем, что 
гиперповерхность F имеет точки строгой выпуклости. 
В самом деле, множество направлений опорных гипер­
плоскостей, содержащих более одной общей точки с ги­
перповерхностью, имеет нулевую меру. Поэтому, если 
гиперповерхность F не имеет точек строгой выпуклости, 
то ее нормальное изображение имеет нулевую площадь. 
А у гиперповерхности F она заведомо положительна, так 
как q:> >О. 

Итак, гиперповерхность F имеет точки строгой вы­
пуклости. Возьмем одну из таких точек А и прове­
дем в ней опорную гиперплоскость а так, чтобы она 
не имела с F других общих точек, кроме А. Пусть В -
произвольная точна гиперповерхности F. Сместим ги­
перплоскость а в направлении z > О настолько, чтобы 
точка В была ниже гиперплоскости а. После этого до­
статочно применить теорему 4 к решению и (х) в области 
G, определяемой неравенством 

и - ( ~ акх к + а 0) < О. 
Согласно этой теореме решение и (х) регулярно в области 
G. Следовательно, гиперповерхность F регулярна в про­
извольно взятой точке В. Теорема доказана. 

5. Пример обобщенного решения, не являющегося 
регулярныl\'1. Вычислим гессиан функции 
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ПолоJним 

Непосредственной проверкой убеждаемся, что 

11 Zij \! = (u~~U11'11 - и[11) (u.,Jf1)n-2. 

Возьмем в качестве функции и функцию вида 

и = (1 + ~2)1y.t. 
Тогда 

(1) 

!1 Zij !1 = (2c.t)n-1 (1 + ~2)п-2 11п(а-2)+2 (c.t _ 1 _ (ct ·+ 1) ~2). 

2 
Положим теперь а = 2 - -. При этом п (а - 2) + 2 = 

п 

=о и 

1/ ZiJ 11 = (2c.t)n-l (1 + xi)n-2 (а- 1 - (а+ 1) х~). 

Положим 

Покажем, что функция 

1 
1--

z(x1, · · ·, xп) = (1 +xi)(~ x~) п 
k>l 

будет обобщенным решением уравнения 

11Zij11 = ер (2) 

в шаре Q: xi +- ... -+- х~ -<: 8 2 достаточно :малого радиу­
са 8. Прежде всего мы замечаем, что функция z (х) яв­
ляется аналитической всюду, кроме оси х1 • В :каждой 
точке, не лежащей на оси х1 , d2z >О. Действительно, уг­
ловой минор k-го поряд11tа (k > 2) матрицы (zij) 

лk = (2a:)k-l (1 + х~)~-2 (а - 1 - (а+ 1) х~) >о, 

1 
1--

л - ') ( "1 2) 'Н ', о 
1 - "-" L.JXk, / • 

k>l 
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110 теореме Я1{оби квадратичная форма d2z - положи­
тельно определенная. Следовательно, функция z (х) вы­
пукла в окрестности каждой точки, не лежащей на оси 

х1 • Так нак функция z (х), кроме того, - гладкая, то она 
выпуклая в целом. 

Ввиду гладкости фуннции z (х) :и регулярности всюду, 
кроме оси х1 , площадь нормального отобрал-\ения гипер­
поверхности, задаваемой функцией z (х), определяется 
по формуле 

s = ~ер dx1 ••• dxn, 

и, следовательно, функция z (х) является обобщенным ре­
шением уравнения (2) с положительной аналитической 
правой частью ер. Однако, как указано выше, она не яв­
ляется даже дважды дифференцируемой. Двукратная 
дифференцируе:м:ость нарушается на оси х 1 • Этот пример 
оправдывает условие строгой выпуклости решения в 

теореме 5. В данном примере это условие нарушается 
ВДОЛЬ ОСИ Х1. 

Построенный пример обобщенного решения уравнения 
(2) можно оценить еще с другой стороны. Обозначим: через 
'Ф значения функции z (х) на границе шара Q: xi -+- ... 
. . . + х~ < е2 • По теореме 1 задача Дирихле для урав­
нения (2) при граничных значениях 'Ф имеет обобщенное 
решение. Однако эта задача не имеет регулярного реше­
ния, так как в силу единственности решения оно долrкно 

совпадать с z (х). Это оправдывает требование двукратной 
дифференцируемости граничных значений для регуляр­
ной разрешимости задачи Дирихле (п. 6). В построенном 
примере граничные значения 'Ф принадлежат только клас-

2 
1,1- -

су С n. 

В связи с регулярным решением задачи Дирихле, 
которое будет дано в п. 6, построим еще один пример ре­
шения уравнения (2) с положительной постоянной в пра­
вой части. 

Л е мм а 2. Пусть Ь, k 0 , 11 0 , А - любые положитель­
ные числа, ~ (х) - решение уравнения 

(п > 2) 

на отрезке - Ь < х ~ Ь, обращенное выпуклостью в сто­
рону ~ > О, равное иулю на концах отрезка. Тогда в 
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области G1, определяемоu н,еравеuством 

существует выпуклое решение z1 (х 1 , . . . ' хп) у равнения 

(3) 

которое на границе области G1 удовлетворяет неравенству 

z1 (х) > А ~ х%, 
k>l 

а внутри области принимает отрицателъиые значения. 
Д о R а з а т е л ь с т в о. Решение z1 (х) мы будем 

искать в форме 

z = 6 (х1) и ( С: (~·i) ( S х%) '/'). 
k>l 

Положим 

rl = 1 { ~ х2 ) 
1

/ 2 

~ (х1) е.1 k • 

Тогда 

~" ( и 
1 

) 'tL-" 
11 Zij IJ = - ~n-l и" (и' У] - и) Ч " = k 0 • 

Так как ~" + k0 5n-1 =О, то для функции и (11) получается 
уравнение 

и" (и'11 - и) (и'/11)n- 2 = 1. (4) 

Мы будем рассматривать решения этого уравнения при 
11 > О с условиями в нуле и (О) = 8 <О, и' (О) = О, и" (0)> > О. Заметим, что и" сохраняет знак. Поэтому и (11) -
выпуклая функция. 

Пусть а и 1lo - положительные постоянные. Тогда 
при достаточно малом 1 б 1 функция а11 2 - и (11) обраща­
ется в нуль при некотором 11' < 11о· Допустим противное, 
тогда и< а112 при 11 < 11 0 , как бы ни было мало 1 б !. 
Переходя R пределу при б-+ О, получим функцию и0 (11), 
для которой и (О) = О, и (11) < а11 2 при 11 < 11о· Функция 
и0 удовлетворяет уравнению (4). Так как выпуклая 
кривая и = и0 ( 11) расположена между осью 11 и параболой 

' и = а11 2 , то величина и0'У} - и0 < А 11 2 , где А - постоян-
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пая, зависящая от а. Отсюда, принимая во внимание и0 <: 
< а'У} 2 , заключаем об ограниченности и~/'t']. Из не-равенст­
ва и 0 < а'У} 2 следует существование сколь угодно малых 

" 'У}, для которых и0 ~ 2а. Для таких значений fJ при до-
статочной их малости 

" , , 
Uo ( Ио't') - Ио) (uo/fJ)n-2 

сколь угодно мало, что противоречит уравнению ( 4). 
Итак, аrй - и ('У) 1 ) = О при некотором 11' < fJo· 

Обозначим через G 1 область, задаваемую неравенством 

На границе области G1 функция z1 (х) удовлетворяет 
неравенству 

z1 (х) = ~arii == Т ( ~ х%) :> ~~О) ~ х%. 
k>1 k>l 

Так как выбор а ничем не ограничен, то можно считать, 
что а/~ (О) = А. Итак, построенная функция z1 (х) удов­
летворяет уравнению (3) в области G1, на границе обла­
сти G 1 

z1 (х) > А ~ х%. 
k>l 

При х2 = х3 = ... = Хп = О внутри области G1 функ­
ция z1 отрицательна. Выпуклость функции z1 (х) уста­
навливается так же, как в предыдущем примере. Лемма 
доказана. 

6. Регулярное решение задачи Дирихле. Н.ак показано 
в п. 1 (теорема 1), задача Дирихле для уравнения 

11Zij11 = ер (х) > Q (1) 

с непрерывной положительной правой частью ер (х) раз­
решима в обобщенном смысле для любой строго выпуклой 
области G при любых непрерывных граничных значениях 
ф. Если функция ер достаточно регулярна и обобщенное 
решение строго выпукло, то оно регулярно (теорема 5). 
R сожалению, условие строгой выпуклости относится к 
решению, а не к данным задачи. В связи с этим представ­
ляет интерес следующая теорема. 
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Теорем а 7. Задача Дирихле для уравнения (1) с 
регулярной правой частью ер (х) в строго выпуклой обла­
сти G всегда имеет регулярное решение, если граница обла­
сти G и функция 'Ф, заданная в качестве граничных значе­
ний решения, принадлежат классу С2 • Решение принад­
ле:нсит классу c1i:+i,a., О< а< 1, если функция ер при­
надлежит классу Ck (k > 3). Решение - аналитическое, 
если функция ер - аналитическая. 

Д о к аз ат с л ь ст в о. Пусть z (х) - обобщенное 
реrпение уравнения ( 1) в области G с граничными значе­
ниями 'ф. Обозначим через F выпуклую гиперповерхность, 
задаваемую решением z (х). Если гиперповерхность F -
строго выпуклая, то решение z (х) является регулярным 
по теореме 5. Допустим, что гиперповерхность F - не строго 
выпуклая. Тогда у нее существует опорная гиперпло­
скость cr, у которой общая часть с F есть выпуклое мно­
жество М, содерi-нащее более одной точки. Мы утверл<да­
ем, что каждая точна строгой выпуклости мнол\ества М 
лежит на границе F. 

Пусть А - точ1\а строгой выпуклости М, не лежащая 
на границе F. Проведем через А опорную плоскость а к 
М, имеющую с М только одну общую точку (А). Пло­
скость а разбивает cr на две части. Пусть cr1 - та из них, 
которая не содержит М. Пусть F 1 - часть гиперповерх­
ности F, которая проектируется в cr 1 • Гиперповерхность 
F 1 располоrнена над cr 1 . Сместим плоскость а на малое 
расстояние в сторону М в полож:ение а'. Повернем ги­
перплоскость cr около а' на малый угол в положение cr' 
так, чтобы' точка А была ниже cr'. Пусть F А - та ком­
понента разбиения F гиперплоскостью а', которой при­
надлежит точка А. При достаточной близости а' R а и 
cr' к а граница F л отделена от границы F. По теореме 4 
гиперповерхность F А регулярна в окрестности точки А. 
Но тогда точка А является точкой строгой выпуклости 
F, и :м:ы приходим к противоречию (Af состоит из одной 
точки А). Таким образом, точки строгой выпуклости М 
лежат на границе F. Следовательно, на F имеется пря­
молинейный отрезок g с концами на границе F. 

Пусть cr: z = а1х] + . . . + апхп + а0 - опорная ги-
перплоскость F вдоль отрезка g. Функция z (х) = z (х) -
- (а1х1 + ... + anxn + а0) также удовлетворяет урав­
нению (1). Граничные значения z (х) также принадлел\ат 
С2 • Поэтому, не ограничивая общности, в дальнейших 

78 



рассмотрениях мы будем считать, что отрезок g распо­
ложен на оси х1, со срединой в начале Rаординат, и ко­

ординатная гиперплосность z = О является опорной для 
гиперповерхности F, задаваемой решением. 

Пусть В1 и В2 - концы отрезка g. Граница области 
G в окрестности точки В1 задается уравнением вида 
Х1 = Xi (х2 , ••• , Хп). Аналогичным уравнением х1 = 
= Х2 (х2 , ••• , Хп) задается граница G в окрестности 
точки В2 • Граница гиперповерхности F в окрестности 
точки В 1 задается двумя уравнениями 

Х1 = Х1 (х2, ... ; Хп), z = 'Ф1 (х2, ... , Хп)· 

Аналогично задается граница F в окрестности точ1п1 В2 

Х1 = Х2 (х2, ... , Хп), z = '1'2 (х2, ... , Хп)· 

Так как координатная гиперплосн:ость z = О является 
опорной для F, то в точках В1 и В2 имеем ф1 = О, dф1 = О 
и соответственно ф2 = О, dф2 = О. Так как функция 'Ф, 
задающая граничные значения решения, по услови10 тео­

ремы принадлежит нлассу С2 , то в окрестности точек 

В1 и В2 , т. е. при достаточно малых значениях '2. (xk) 2 , 
k>l 

имеют место неравенства 

1!J2 <A ~ х~, 
k>l 

где А - некоторое положительное число. Обозначим че­
реа Ф1 гиперповерхность, задаваему10 уравнением 

z = Л ~ х~. 
k>l 

Построим выпу1{лую оболочн:у границы F и обозначим 
через Ф ту ее часть, которая обращена выпунлостью в 
сторону z < О. Пусть ~ (х) - выпуклая функция, задаю­
щая Ф. По свойству расположения выпуклой оболочки 

z (х) < ~ (х), 
где z (х) - функция, задающая F. Гиперповерхность Ф 1 
n ОI{рестности отрезна g располопсспа над nыпун.пой обо­
лочкой Ф. 11оэтому в некоторой окрестности отроз1\а g 
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имеет место неравенство 

z (х) < ~ (х) < А ~ х~. 
k>l 

Обратимся теперь к решению z1 (х) уравнения 

11 ZiJ \1 = ko < ер (х), 

о котором идет речь в лемме 2 (п. 5). На границе области 
G1, определяемой неравенством 

это решение 

Следовательно, на границе области G1 

z (х) < z1 (х). 

Рассмотрим теперь выпуклые гиперповерхности F' и 
F~, задаваемые функциями z (х) и z1 (х) соответственно в 
области G1 . Функции z (х) и z1 (х) обладают следующими 
свойствами. В начале координат z1 < z, на границе об-

ласти G1 z1 > z. Обозначим через G~ связную компонен­
ту множества тех точек области G1, содержащую начало 

координат, в которых z1 < z. Множест:во G~ есть область, 
об п н 

на ее границе z1 = z. означим через F и F 1 части ги-

перповерхностей F' и F~, которые пр,оектируются в об­
ласть G~. Так как z = z1 на границе области G~, а внутри 
области z1 < z, то нормальное изображение гиперповерх-
ности F" содержится в нормальном изображении F~. 
Следовательно, 

~ ер (х) dx1 ••• dxn < ~ k 0 dx 1 ••• dxn. 
, 1 

Но это невозможно, так как q> > k0 • l\Iы пришли к проти­
воречию. Теорема доказана. 
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§ 6. О НЕСОБСТВЕННЫХ ВЫПУКЛЫХ 
АФФИННЫХ ГИПЕРСФЕРАХ 

Н есобствеппой аффиппой гиперсферой называется пол­
ная гиперповерхность в п + 1-мерном евклидовом про­
странстве, которая при подходящем выборе декартовой 
системы координат х1 , ••• , Хп, z задается уравнением 

вида z = z (х1 , .•• , Хп), где z (х) - функция, удовлетво­
ряющая дифференциальному уравнению 

· \1 Zij 11 = const > О. 
Основным результатом настоящего параграфа является 
доказательство следующей теоремы. 

Т е о р е м а. Выпуклая песобствеппая аффинная ги­
персфера является эллиптическим параболоидом. 

Эта теорема при п = 2 доказана R. Ергенсом [9], а при 
п = 3, 4 - Е. Калаби [10]. В данной работе теорема 
доказывается при любом п. 

1. О расположении центра тяжести выпуклого тела. 
В этом пункте мы рассмотрим некоторые свойства распо­
ложения центра тяжести выпуклых тел в п-мерном евкли­

довом пространстве Эти свойства хорошо известны. Мы 
приводим их для полноты изложения вопроса. 

Рис. 1. 

Пусть S - центр тяжести выпуклого тела и li 1, li2 -

расстояния S от двух параллельных опорных гиперпло­
скостей. Тогда 

1 h1 
п< h2 <п. 

Действительно, пусть а 1 и а2 - параллельные опорные 
гиперплоскости и а - параллельная им гиперплоскость, 

проходящая через центр тяжести S (рис. 1). Построим 
конус с вершиной А 1 , проектирующий сечение тела ги-
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перплоскостью а. При переходе от тела к конусу центр 

тяжести смещается к гиперплоскости а2 • Для центра , , 
тяжести S' конуса h1/h2 = п. Поэтому для данного те-
ла h 1/h2 < п. Аналогично доказывается, что h2/h 1 < п, 
т. е. h 1/h2 > 1/п. Утверждение доказано. 

Пусть Т - выпуклое тело с центром тяжести S и Е -
эллипсоид минимального объема с центром S, содержащий 

Рис. 2. 

тело. Тогда гомотетичный Е 
относительно центра S эл­
липсоид с коэффициентом го­
мотетии 1/n3

/ 2 содержится 
внутри тела Т. Не ограничи­
вая общности, можно считать 
что эллипсоид Е является ша­
ром. Общий случай сводится 
к этому частному подходя­

щим аффинным проеобразова­
нием. Пусть r - радиус ша­
ра Е. Допустим, утверждение 
неверно. Тогда ближайшая I\ 
S точка А 1 границы тела 

находится на расстоянии, _меньшем r/n3/2. Проведем через 
точ:ку А 1 опорную гиперплоскость а1 тела и пусть а2 -

параллельная опорная гиперплосность (рис. 2). Гипер-

плоскость а2 находится на расстоянии Ь < r!V п от S. 
Введем прямоугольные декартовы координаты xi, при­

няв точку S за начало координат, а направление оси х1 
перпендикулярно I{ гиперплос·костям а1 и а2 • Так как 
тело Т содержится внутри шара Е между гиперплоскостя­
ми а1 и а2 , то для каждой точки х тела 

,2 + 2 + 2 ...- 2 Х1 Xi -+- . . . Х-п ~ r . 

Рассмотрим ~ллипсоид Ь'': 

где 

а= ь у п, _ ( п (r2 - Ь2) )1,/2 
~ - 1 . 

п-

Утверн~дается, что этот эллипсоид така{е содер1нит тело Т 
и имеет объем, меньший объема шара Е. Действительно, 
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таI{ нан: Ь < r/-V ;;, то а< ~· UодставляЯ координатьt 
произвольной точки х тела в уравнение эллипсоида Е', 
получим 

2 
х1 1 "1 2 2 ( 1 1 ) r2 
а2+~2 LJХк<Ъ а2-~2 +w=1. 

k>1 

А это значит, что тело Т принадлежит эллипсоиду Е'. 
Отношение объема эллипсоида Е' к объему шара Е 

11-1 

~ = сфн-1 = У п ~ (п ( 1 - ~)) 
2 

V rn r , п -1 

Замечая, что Ь!r < 1/У п, видим, что Г'/V < 1. :Niы при­
шли к противоречию, так как по предположению шар Е 
имеет наименьший объем среди всех эллипсоидов с цент­
ром S, содержащих тело. Утверждение доказано. 

2. Специальные сечения аффинных гиперсфер. Пусть 
аффинная гиперсфера F задается уравнением z = z (х) в 
прямоугольных декартовых координатах х1 , ••• , Хп, z. 
Не ограничивая общности, будем считать, что начало 
координат О лежат на F. Обозначим через Т выпуклое 
тело, ограниченное гиперповерхностью F. Возьмем на 
положительной полуоси z (внутри тела Т) произвольную 
точку S и проведем через нее гиперплоскость cr. Обо­
значим через Та сечение тела Т гиперплоскостью а, а через 
Tcr - его проекцию на гиперплоскость z = О. Мы будем 
называть сечение тела Т гиперплоскостью cr центральным, 
если точка S является центром тяжести тела Tcr, соответ­
ственно начало координат О является центром тяжести 
его проекции Та• Утверждается, что через любую точку 
S положительной полуоси z можно провести центральное 
сечение. Пусть 

Z = р 1Х 1 + . . . + р пХ п + /i 
- уравнение гиперплоскости cr, проходящей через точку 
S. Rоординаты центра тя1:нести тела Т0 являются неко­
торыми функциями коэффициентов уравнения гипер­
плоскости О' 

z = -/ (р 1, Р2' · · · , Р п, li)' 
Х1 = / 1 (р1, Р2' • • •' Рп' li), 

. . . . . 

. . ' 
83 



I-Iame утвер1-ндение о существовании центрального сече­

ния энвивалентно утверждению о разрешимости системы 

уравнений 

при любом h. 

f 1 (р1, Р2' · · ., Рт h) = О, 
f 2 (р1, Р2, · · ., Рт h) = О, 

. . . . . . . 

Обозначим через Е множество тех точек S полуоси 
z '::;> О, через которые можно провести центральное сече­
ние. Точка О, очевидно, принадлежит Е. Поэтому Е не 

,. 

\ 

' ' 

Рис. 3. 

пусто. Покажем, что множество Е 
открыто и замкнуто. Так как оно 
не пусто, отсюда будет следовать, 
что Е содержит все точки полу­
оси z >о. 

Пусть система (*) разрешима 
при h = h0 • Покажем, что она 
разрешима для всех li, достаточно 
близких к h0 • Проведем через точ­
ку S 0 (h 0) центральное сечение О' 0 • 

Проведем еще через точ:ку 8 0 лю­
бую гиперплоскость а, близкую к 
а0 • Гиперплосности а и 0'0 пере­
секаются по некоторой п - 2-мер-
ной плоскости а. Пусть а- ее про­

енция на гиперплоскость z = О. Плоскость а разбивает 

тело Т а8 (рис. 3) на части А~ и лg, а тело Т (J - соответ­
ственно ffa части А 1 и А 2 • Тан RaR гиперповерхность F -
выпунлая, то либо А~ С А 1, а А~ =::J А 2 , либо А~ =:J А 1 , 
а А~ С А 2 • В любом случае переход от сечения 0' 0 R а 
дает смещение центра тяжести О. Более того, нетрудно 

видеть, что если dp - изменение угловых ноэффициентов 
при переходе от а0 R а, а dx - смещение центра тяжести, 
то 1 dx 1 > с 1 dp J, где с - положительная постоянная. 
Так RaR 1 dx 1 > с 1 dp 1, то определитель Якоби для си­
стемы (:rc) отличен от нуля для значений р и h, отвечаю­
щих гиперплосности а0 • Отсюда, RaR известно, следует 
разрешимость системы (*) для значений h, близних к h0 • 

Таним образом, если точка S 0 принадлежит множеству 
Е, то близкие к ней точки S тоже принадлежат Е, т. е. 
множество Е открыто. 
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,, . 
Докажем теперь, что множес1·во Е замкнуто. 
Пусть S0 - граничная точка для множества Е. Возь" 

мем последовательность точек S к из множества Е, схо­
дящуюся R точке S 0 • Пусть ак - центральное сечение, 
проходящее через точку S к· Не ограничивая общности, 
можно считать, что последовательность гиперплос1\остей 
а k сходится к некоторой гиперплоскости а 0 • Требуется 
доказать, что сечение гиперплоскостью а0 является цент­
ральным. Если тело Т а0 конечно, то это свойство оче­
видно. Если же тело Т 0

0 
бесконечно, то по первому свой­

ству центра тяжести (п. 1) в применении к телам Так оно 
должно содержать целую прямую. Но в этом случае, как 
известно, его поверхность должна быть цилиндром. 
А это невозможно, таи как сечение строго выпуклой ги­
перповерхности F гиперплоскостью а 0 является строго 
выпуклым. Таким образом, тело Та0 конечно, а, следо­
вательно, сечение гиперплоскостью а0 - центральное. 

Итак, доказано, что предельные точки множества Е 
принадлежат этому множеству, т. е. множество Е­
замкнутое. -Утверждение дока~ано пол~остью. 

3. Некоторые соотношения размеров для аффинной 
гиперсферы. Пусть вщпуклая аффинная гиперсфера F 
удовлетворяет уравнению 

11Zij11 = f. (1) 

Не ограничивая общности, будем считать, что начало коор­
динат О принадлежит гиперсфере. Сохраняя обозначе­
ния п. 2, проведем через точку S (h) положительной по­
луоси z центральное сеqение тела Т, ограниченного ги­
перповерхностью F. Пересечение гиперплоскости а и 
тела Т обозначим через Та, а его проекцию на гиперпло­
скость z = О обозначим через Та. Построим эллипсоид Е 
наименьшего объема с центром в точке О, содержащий те­
ло Та. Выполним теперь эквиаффинное преобразование 
гиперплоскости z = О, чтобы построенный эллипсоид 
перешел в шар. Пусть r - радиус этого шара. Мы утверж­
даем, что сущест:вуют положительные постоянные с 1 и с2 , 

зависящие только от п, такие, что 

r2 

С1 < h < С2• 
Продолжим эквиаффинное преобразование гиперпло­

скости z = О на все пространство, полагая z' = z. Это 
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Преобразование переводит гиперповерхность i-? в гипер­
поверхность F', та1оне удовлетворяющую уравнению (1). 
Пусть 

- уравнение касательной гиперплоскости F' в точ:ке О. 
Подвергаем гиперповерхность}?' аффинному преобразова­
нию 

Х1 = Х1 , Х2 = Х2 , ••• , Хп = Хп, 

z' = Р1Х1 + Р2Х2 + ... + РпХп· 
При этом получим: гиперповерхность F". Гиперповерхность 
F" тоже удовлетворяет уравнению ( 1). Сечение ее ги­
перплоскостью z = h является центральным, а минималь­
ный эллипсоид, содержащий его проекцию, есть шар. 
Чтобы не вводить новых обозначений, будем предполагать, 
что исходная гиперповерхность F уже обладает указан­
ными свойствами. Именно, гиперплоскость а центрального 
сечения, проходящего через точку S (li), задается урав­
нением z = li, а эллипсоид минимального объема, содер­
жащий тело Та, есть шар. 

Пусть J\;f - любое борелевское множество точек на 
гиперповерхности F: z = z (х). Поставим в соответствие 
кал\дой точке А из М точку гиперплоскости z = О с ко­
ординатами р 1 = дz/дх1 , ••• , Рп = дz/дхп. Это отобра­
жение называется пормольпы.м. Пусть Л1 - проекция 
множества д1 на гиперплоскость z = О. Тогда площади 
множеств М и Af равны. Действительно, в силу уравне­
ния (1) 

~ dp1 dp2 . .. dpn = ~ 11Zij11 dx1 ... dxn = ~ dx1 . .. dxn. 
м 

Понятие нормального отобрал\ения можно определить 
для общей выпун.лой гиперповерхности (не гладкой), 
при этом величины р н будут угловыми коэффициентами 
опорных гиперплоскостей (см. § 5, п. 1). 

Чтобы не вводить новых обозначений, будем понимать 
под гиперповерхностью F ту ее часть, ноторая расположе-:­
на ниже секущей гиперплоскости а: z = h. Построим 
конус V с вершиной О, проектирующий область Та 
(рис. 4). Нормальное изображение гиперповерхности F 
покрывает нормальное изображ_ение конуса V, так как 
для наждой опорной гиперплоскости конуса существует 
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параллельная касательная гиперпJ1оскостъ F. Нормаль­
ное изобра1-кение конуса V пон:рывает нормальное изобра­
жение конуса с вершиной О, проектирующего шар наи­
меньшего радиуса с центром S, содержащий тело 
Отсюда следует, что площадь 
нормального изображения 
гиперповерхности F не мень­
ше (h/r)nxn, где Хп - объем 
п-мерного шара единичного 

радиуса. Что насается пло­
щади проекции гиперповерх­

ности F на гиперплоскость 
z = О, то она равна площади 
области Т0 ,а,следовательно, 
не больше rnxn. Так как пло­
щадь нормального изображе-

Рпс. 4. 

ния гиперповерхности F равна площади ее проекции 
гиперплоскость z = О, то получается неравенство 

т. е. h/ r 2 < 1. 

(h/r)n 'Х 
___ п_ = (li/r2) 11 < 1, 

rnx 
n 

Т а· 

на 

Оценим теперь отношение li/r2 снизу. Гиперповерх­
ность, расположенная ни1-не гиперплосности а, имеет 

1 (J' f] А s 

Гис. 5. Рис. 6. 

форму чаши. Оценим ее высоту Н (рис. 5). Точка А нахо­
дится вне тела Т0 , следовательно, на расстоянии, не 
меньшем r/n3l2 , от точки S (п. 1). Точка В находится внут­
ри тела Т 0 , следовательно, на расстоянии, не большем r, 
от точки S. Отсюда следует 

fl = Ji :~.~ = h ( 1 + ~~) < h (1 + n 3

1
2
). 

87 



Возьмем на отрицательной полуоси z точRу Q на рас­
стоянии 2Н от точки S (рис. 6). Построим нонус V с вер­
шиной Q, проеRтирующий шар радиуса r/n3

/ 2 с центром 
S. Обозначим через F v ту часть гиперповерхности F, 
которая расположена внутри конуса V. Площадь нормаль­
ного изображения гиперповерхности Fv не больше пло­
щади нормального изображения конуса V, т. е. не больше 
'Хп (2Н nзi"/r)n. Ее проекция на гиперплоскость z = О по­
крывает шар радиуса r/2n3/s с центром О. Следовательно, 
площадь проекции не меньше 'Xп(r/2ns/,)n. Отсюда по­
лучаем неравенство 

xn(2H nзl2/r)n = ( 4Н пз ) n 
3/) 2 :>1, 

iG (r/2n 1 r 

или, принимая во внимание, что Н < h(1 + п31 2), 

.!!_ ~ __ 1 __ _ 
r2 ~ 4пЗ (1 -t- ns;,) • 

Утверждение доказано полностью. 
4. Априорные оценки для аффинных гиперсфер. Пусть 

z (х) - выпуклое решение уравнения 

(1) 

в выпуклой области G диаметра D < 2. Пусть это решение 
на границе области G удовлетворяет краевому условию: 

z 

х 

F 

Рис. 7. 

z = 1. Тогда для первых 
производных z всюду в об­
ласти G, где z < 1/2, име-

6 ет место оценка 

1 Zcx 1 < С1, 
где с 1 - постоянная, за­

висящая только от п. 

Пусть А' - произволь­
ная точка области G, А и А' 
- точки на гиперповерхно-

сти F: z = z (х) и на гипер­
плоскости cr: z = 1, проектирующиеся в точку А' (рис. 7). 
Обозначим через h' длину отрезка АА '. Построим конус 
V с вершиной А, проектирующий край гиперповерхности 
F. Площадь нормального изобраа\ения I{OIIyca V не боль­
ше площади нормального изображения гиперповерхности 
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F, следовательно, не больше площади области G. А пло· 
щадь области G не больше XnDn. 

Нормальное изображение конуса 1/ является выпук­
лой областью. Ее граница задается уравнением 

~h' 
х = II (~) ' 

где Н ( ~) - расстояние от точки А' до опорной плоскости 
области G с внешней нормалью ~- Если расстояние точни 
А' от границы области G равно р', то нормальному изобра­
жению конуса V принадлежит точка на расстоянии h' /р' 
от начала координат О. С другой стороны, нормальное 
изображение конуса V понрывает шар радиуса h' /D. Так 
как нормальное изображение конуса является выпуклой 
областью, то ему принадлежит конус вращения с вы­
сотой h' /р' и радиусом основания h' ID. Отсюда следует, 
что площадь (объем) нормального изображения конуса 
V не меньше 

1 h' ( h' )n-1 -,;- рт D Хп-1, 

где Xn-l - объем п - 1-мерного единичного шара. Вспо­
миная, что площадь области G не больше XnDn, полу­
чаем неравенство 

1 h' ( h' ) n-1 п n?' D Xn-1 < XnD • 

Отсюда, замечая, что 1 Za lл < h' !р', получаем при z = 
= 1/2 

Утверждение доказано. 
Покажем теперь, что в области G всюду, где z < < 1/4, решение z (х) уравнения (1) допускает абсолютную 

оценку 

где с2 - постоянная, зависящая только от п. 

Действительно, пусть G1 - подобласть области G, 
где z < 1/2, а G2 - подобласть области G 1 , где z < 1/4. 
По доказанному 1 Za 1 < с 1 в области G1, где с 1 - по­
стоянная, зависящая только от п. Пусть х - призвольная 
точка области G2 • Оценим расстояние р (х) этой точки 
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от Границы оьласти G1. Таи нан первые производные z (х) 
в области G1 не превосходят с 1 , а в точке х z (х) < 1 /4, 
в то время как на границе области G1 z = 1/2, то р (х) > 
> 1/4с1 • Таким образом, расстояния 'tочек области G2 
от границы области G1 допускают зависящую только от 
п положительную оценку сни3у. 

Согласно теореме 2 § 5 вторые производные ретпения 
уравнения (1) в области G1 допускают оценку в зависимо­
сти только от максимума модуля первых прои3водных и 

расстояния до границы области G1• Так как в области G2 
расстояния точек or границы области G1 равномерно ог­
раничены снизу полоiнителыrым числом (1/4с 1), то оценка 
вторых производных при z < 1/4 оказывается зависящей 
только от с1, т. е. в конечном счете только от п. Утвержде­
ние доказано. 

5. Доказательство основной теоремы для несобствен­
ных выпуклых аффинных гиперсфер. Докажем, что не­
собственные выпуклые аффинные гиперсферы являются 
эллиптическими параболоидами. Пусть F - несобствен­
ная выпуклая аффинная гиперсфера, задаваемая выпук­
лой функцией z (х), удовлетворяющей уравнению 

11Zij11 = 1. (1) 

Не ограничивая общности, будем считать, что начало коор­
динат О принадлежит F. Возьмем на полуоси z > О точку 
S на расстоянии h от начала координат О и проведем через 
нее центральное сечение а (п. 2). Пересечение тела Т, 
ограниченного rиперсферой F, с гиперплоскостью а обо­
значим чере3 Та, а его проекцию на гиперплоскость z = 
= О - через Та. Отметим на полуоси z > О точку S' 
на расстоянии ·h/4 от точки О и проведем через нее ги­
перплоскость а', параллельную а. П,ересечение а' с Т 
обозначим через Та', а его проекцию на гиперплоскость 
z = О - через Та'· Тело Та' содержит тело Т а:4 , по-

- 1 

лучаемое из Т 0 1 гомотетичным преобразованием относи-
тельно центра О с коэффициентом гомотетии 1/4. Пусть 

Z = Р1Х1 + Р2Х2 + · · • + РпХп + h 

- уравнение гиперплоскости а. Подвергнем гиперсферу 
F аффинному преобразованию 
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При этом гиперплос1{ость а перейдет n гиперплоскость 
z = h. 

Построим эллипсоид минимального объема с центром 
в точке О, содержащий тело Та· Подвергнем гиперпло­
скость z = О эквиаффинному преобразованию, при ко­
тором эллипсоид Е переходит в шар. Пусть r - радиус 
этого тара. Продолжим эквиаффинное преобразование 
на все пространство, полагая z' = z. При подходящем 
выборе прямоугольной декартовой системы координат 
построенное энвиаффинное преобразование задается фор­
мулами 

, , , 
z' = z, Х1 = А1Х1, Xz = А2Х2, ••• ' Хп = 'ЛпХп· 

Выполним, наконец, аффинное преобразование, задавае­
мое формулами 

t Z , Х1 

z = h' Х1 = r' 
Х2 Xn 

Х" = - , ... , Хп = - · "" r r 

Пусть F - аффинная гиперсфера, полученная ука­
занной последовательностью трех аффинных преобразо­
ваний из F. Пусть z (х) - задающая ее функция. Функ­
ция z (х) удовлетворяет уравнению вида 

11 zij 11 = const > О. 
Так как Л 1Л2 ••• Лn = 1, а отношение h/r2 ограничено аб­
солютными постоянными (п. 2), то постоянная в уравнении 
д.тrя i тоже ограничена абсолютными постоянными (за­
висящими тоJтько от п). Не ограничивая общности, можно 
считать ее равной единице. 

Вторые производные для гиперповерхностей F и F 
в соответствующих точках связаны соотношениями 

( 
1 )2 r2 

iа.д. = Ла. h Zaa. 

При: аффинном преобразовании F в F точка О переходит 
в себя. Поэтоl\lу 

( 
1 )2 r2 

Zrщ. \о = Г h Zaa lo· 
а/ 

91 



Отсюда, принимая во внимание оценки для zaco получен­
ные в п. 4, заключаем, что коэффициенты 'А k эквиаффин­
ного преобразования допускают абсолютную оценку сни­
зу. После этого из условия Л1Л2 ••• Лn = 1 получаем для 
них абсолютную оценку сверху. 

При аффинном преобразовании, которое переводит F 
в Р, область Т ". переходит в некоторую область G'. 
В этой области z < 1./4, и, следовательно, производные 
z!XIX допускают абсолютную оценку (п. 4). Теперь ив 
соотношения ( *), принимая во внимание абсолютные оцен­
ки для Ла и r 2/h, заключаем о смществовании абсолют­
ных оценок ДЛЯ Zaa В области Та'. 

При h-+ оо радиус r-+ оо. Так как для 'Аа имеют ме­
сто абсолютные оценки, не зависящие от h, то область 
Т 0 при h -+ оо распространяется на всю гиперплоскость 
z =О. Отсюда мы делаем важный вывод. Именно, ги­
перповерхность F проектируется на всю гиперплоскость 
z = О. Принимая во внимание соотношение между 
областями Т 0 и Т (Т 0,14 С Т 0 •), заключаем, что и 
область Та' при h -+ оо распространяется на вс10 
гиперплоскость z = О. Так как в области Та' для Za'IX. 

имеет место абсолютная оценка, не зависящая от h, 
то такая оценRа имеет место на всей гиперплосRости 

z =о 

1 Zaa \ < С. 
Принимая во внимание уравнение ( 1), для функции z (х) 
получаем оценRу снизу 

1 
Zaa :;;> п-1 • 

с 

Рассмотрим теперь риманову метрику, задаваемую 
метрическим тензором gaf3 = Zaf3· Эта метрика - полная, 
так как 

Из полноты этой метрики, как показано в работе Е. Rа­
лаби [10], следует, что решение z (х) уравнения (1) есть 
многочлен второй степени, т. е. гиперсфера F есть эллип­
тический параболоид.\Теорема доказана. 
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В заключение заметим следующее. Формулировка 
доказанной теоремы не содержит каких-либо условий о 
степени регулярности функции z (х), задающей гиперсфе­
ру, кроме естественного требования двукратной диффе­
ренцируемости. Вместе с тем данное доказательство пред­
полагает четырехкратную дифференцируемость в п. 4, 
а теорема Е. Rалаби, которой завершается доказательство, 
требует пятикратной дифференцируемости. Отсутствие 
требований регулярности в формулировке теоремы не 
случайно. Дело в том, что двукратная дифференцируе­
мость решения уравнения (1) влечет за собой строгую вы­
пуклость. А по теореме 5 § 5 такое решение будет аналити­
ческим. 
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